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Chapitre 111

Transfert de la chaleur par surfaces étendues

(Extensions par ailettes et aiguilles)

II1.1 Introduction

Dans différents domaines, nous sommes amenés a analyser des systémes de transfert
thermique combinés (conduction/convection). Le transfert thermique dans un corps est soit
absorbé (regu) ou dissipé (évacué) par le processus de convection, tel que la chaleur perdue par
conduction a travers la paroi d’un four, dissipée vers le milieu environnant par convection. Dans
certain cas on est appelé a augmenter cette dissipation par les surfaces étendues (Extensions par
des ailettes et des aiguilles). Dans le cas des échangeurs de la chaleur, on peut utiliser un tube a
ailettes pour éliminer la chaleur du liquide chaud, ce transfert de la chaleur vers le milieu

extérieur s’effectue aussi par convection.

I11.2 Ailettes de section transversale uniforme

Considérons une barre de section constante unidimensionnelle (une ailette) dont la base
est encastrée dans une paroi a la température de surface Ts (Fig. III. 1). L'ailette est exposée a un
fluide environnant a une température T.. La surface A de la section transversale de 1'ailette est

uniforme. Elle est fabriquée avec un matériau ayant une conductivité uniforme k.
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Figure III. 1 Schéma d'une ailette saillante d'un mur : (a) aiguille cylindrique; (b) de

profil rectangulaire

Nous abordons le probléme en faisant un bilan énergétique sur un élément de l'ailette
d'épaisseur dx comme montré sur la Fig. III. 1. Ainsi dans des conditions du régime permanent:

Flux de la chaleur transmis

Flux de la chaleur transmis Flux de la chaleur transmis o
. L par convection a la surface
par conduction dans = 4 par conduction a L
. . . . de périphérie de la barre
I'élément a labscisse x labscisse x + dx

entre x et X + dx
Sous la forme indicielle, cette équation devient

qk,x = qk,x+dx + dqconv Ou : qcond,x = qcond,x+dx + dqconv (III. 1)
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dT
Gix = k-4, " (I11.2)

Nous supposerons que les gradients de température transversaux sont si petits que la

température a toute section transversale de la tige est uniforme, ou 7 =T7(x).

dT(x)
——k-A -
9, x S
_y Y AT d dT(x)
i, x+ax = Dk x Ix Gy i =| kA, ol —k-A, - o dx (1I1.3)
quOVlV = h : dACOVlV : (T(x) - Tw) (III‘4)
d
L) & g, =g, +x gevdg,, 0= g aq, (IIL.5)
’ ’ dx dx
©d[—k-Ak-dT(")j dv+h-dd, -(T(x)=T,)=0
dx X
d (dT(x) dA
kA — h-—< (T(x)-T )=
A dx( I j+ T (Tx)-T,)=0 (T11.6)
Avec :
A =p-dx (T11.7)
Ou
A : Surface de convection.
p : Périmétre de la surface de convection.
(IIL6) & k.4, ddz(zx) +h- d(lzb'cdx)-(T(x)—Tw) =0
- —k-Akddzgx)m-p%-(T(x)—Tw):o (I11.8.2)
d'T(x) hp
St p iy -
22 rod L071)=0 (IIL.8.b)
On a
m = h-p
k-4, (11L.9)
O0=T(x)-T, (TI1.10)
(I18b) < 47 ;2—2)_ 2D (1, =0 avee LT T (IIL11)
k
49 _,2.9-0 (IIL12)
dx
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Solution générale :

0x)=T(x)-T,=c,-e" +c,-e™ (111.13)

La figure (Fig. II1.2) ci dessous représente les différentes Conditions aux limites (aux
extrémités) répartitions de la température et du flux de transfert de la chaleur pour les ailettes de

section transversale uniforme :

- Cas 1 : L'ailette tres longue et sa température a [’extrémité s'approche de la température du
fluide (barre infiniment longue (cas idéal)).

- Cas 2 : L'extrémité de l'ailette est isolée (barre de longueur finie).

- Cas 3 : La température a l'extrémité de l'ailette est fixée (cas réel).

- Cas 4 : l’extrémité perd de la chaleur par convection.

Cas|
T(x)
Tlx oo T8
_____________ _‘:3’/,_
L L
— 00 L
[ |,
0 0
3 Cas 3 Cas 4

Figure III. 2 Les différents cas de répartition de la température et du flux de transfert de la
chaleur pour les ailettes de section transversale uniforme.
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Tableau III. 1 Equations pour la répartition de la température et du flux de transfert de la
chaleur pour les ailettes de section transversale uniforme

Conditions a

Cas , ;.. Répartition de la température Flux de transfert de la chaleur
DPextrémité
Ailette a
1 I’infinie : T(x)-T, _ g g=+h-p-k-A-(T.-T,)
L—>o T -T, =Jhpk-A-60 =M
(L)=0
Adiabatique : T()-T, coshm(L—x)
2 gj —0 T-7.  cosh(m-L) g=~lh-p-k-A4-6,-tanh(m-L)=M tanh(m-L)
X x=L
3 Température T(x)-T, _(6,/6, )sinh(m - x) + sinh m(L — x) _ g Cosh(m-L)~ 6,16,
fixe: 9(L) =0, T.-T, sinh (m- L) - sinh (m - L)
Convection
A transfert : T(x)-T, _coshm(L—x)+(h, /(m-k))sinh m(L - x) .y sinh (m- L)+ (b, /(m - k))cosh (m- L)
- O(L)=—k %0 T -T, cosh (m - L)+ (h, /(m-k))sinh (m- L) cosh (m- L)+ (h, /(m-k))sinh (m- L)
x x=L
Exercicel

Démontrer les résultas obtenus dans le tableau II1.2 pour les cas 1 et 2.

Solution (démonstration):

Cas 1 : L'ailette tres longue et sa température a [’extrémité s'approche de la température du
fluide (barre infiniment longue (cas idéal)) :

x=0T0)=T

© O =T() T, —¢. & 1y e (IL14.a)
ST -1, =c+c,
x=0T(0)=T,
ST, -T, =c-e+¢,:0=0 Ou: 9L)=T(L)-T,=0 (L—>)
& 0=¢ -e”
o0z (I1L.14.b)
(IL14.aetb) {T “Lmare oo,
c1 — s o0
(IIL13) ©6(x)=T(x)-T,=c¢,-e™ + ¢, -e™
1) (r77.)
(I1.13) & T(x)-T, =(T, ~T,)-e ™ ou T;’“)—_TZ% e (IIL15)
dT R
(IL8.2) = gy, =—k-A——  =[h-p-(T(x)-T,)dx avec (x=0<T(0)=T,)
dx|,o % e
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BB )T =T, ) e dx

NP o) =T ) e dx

h-p
k-4,
—h-p - -
= T -T - ™ dx , Avec } DR
e (7, w)!( m).e™ dx {_h.pﬂz_ op ok A:m}
k- A,
= Jhpk- AT -1,) [e™]
_ . 1. _ -mo ___—m0
=—Jh-p-k-A(T. TOC){eO e_i_l
qailette:\/h'p'k'A Ts_Tw]M (11116)
0
qailette h pkA HS =M
Cas 2 : L'extrémité de l'ailette est isolée (barre de longueur finie)
x=0=T0)=T,
(IIL14.3) © 0(x)=T(x)-T, =c¢,-e™ +¢c, -e ™
ST -T,=c +c,
oT v OT mx —mx
6§cx)X_L:0 , Ou %zm-(cfe —c,-e )
GT()C) :0©cl.emL_cz.e—mL=0
ax x=L
Sce=cy ™
mL
<6 :Cl'ﬁ
S o=ce™
ST -T,=c+c-e"
T.-T, e™
—mL
Se=—2 AT —-T
cl eme +emL ( N 00)
emL " eme .
¢ =q o 1'32 e &) =e—mL+emL '(Tv_Too)'ez -
emL
< c2 = e_mL +emL (Tv Too)
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0(x)=T(x)-T, =c,- " +c,-¢e™ < O(x)=T(x)-T, =_meTMLmL-(TX ~T,)-e™ +%-(TS ~T,)e™
e e e e
Rappel :
sitig=Z =2
cosh(x) = ete’
(gh(x) =<~
e
2-cosh(m(L-x))
T(X)—Too B e—m»Ler-x +em»L—m-x B e—m(L—x)+em(L—x) -
]-; _Too - e—mL +em»L - e—m»L +em»L
2-cosh(m-L)
T(x)-T, "™+ 2 cosh(m(L - x)) _ cosh(m(L - x))
T -T, et et 2-cosh(m-L) cosh(m L)
dT 0
g =—k-A=— =[h-p-(T(x)-T,)-dx
dx x=0 0
g yehlis)
0 cosh(m - L)
_h-p- (T.-T, j-—m -cosh(m(L — x)) - dx
cosh(m-L) -m ‘
Rappel :
L
L 1 o
jﬂxcosh(m(L—x))x dxz{M]
w 7 -m I
g :—k-Ad—T _hp(T T, j—m -cosh(m(L - x)) dx
dx|_, cosh(m-L) 0 —m
_ _h-p- T T, [smh }
cosh m L
_ Depll- Tw sin (. )}
—m-cosh(m-L)
Avec :
m= h-p
k-4,
PP P Jhpkd,
m h-p
k-4,
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dT (1.-1,) |. :
— kA" = Jh-p-k-A -——=—"=2]_lsinh| m| L—L ||-sinh| m(L-0
1 g dx|._, P * cosh(m-L) . (m(T D ¥ (n*irh—“)}
=0
=Jh-p-k- A, (T, T,)-ligh(m-L)]=Jh- p k- 4, -6, -[1gh(m - L)]
=M =M
D’ou:
g =k-4% =M [igh(m- L)
dx| _,

Cas 3 : La température a I'extrémité de l'ailette est fixée (cas réel)

g= i kA (T -T.) cosh(m-L)—(6,/8,)

sinh (m- L)
— hpkAkes COSh("/n.L)_(HL/QS)
sinh (m- L)
iy cosh@-L)—(eL/es)
sinh (m- L)

Cas 4 : I’extrémité perd de la chale(ur par)cozwec(tion ))C ( )
sinh(m-L)+\h, /(m-k))cosh(m-L

q=h ke A 0= Y U o ))sinh (o 1)

sinh (m- L)+(h, /(m-k))cosh (m - L)

cosh (m-L)+(h, /(m-k))sinh (m- L)

sinh (m- L)+ (h, /(m-k))cosh (m- L)

cosh (m-L)+(h, /(m-k))sinh (m- L)

=Jh-p-k-4, -6,

II1.3 Les ailettes de section transversale non uniforme

I11.3.1 Ailettes de profile triangulaire

Figure III. 3 Ailette de profile triangulaire
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Pour assimiler (rendre) le probléme unidirectionnel on suppose L<</, b<<L. L’équation

générale le cette ailette s’écrit comme suit :

d
(III' 1) = qk x = qk x + qk’x dx + dqcanv<:>0 = %dx + dqwnv (III. 17)
” ’ dx dx
@d(—erx-dT(x)) dx+h-dA,, -(T(x)-1,)=0
dx dx
d dT(x)\ h dA,
= . [ — =
dx(Ax . ) s T@=T,)=0 (IIL18)
Avec :
b by b, (T11.19)
x L L

p,=2-(+b)~2:1

I-b
A =(1b)="2
(7-0,) -

A, =p,-dx

D’ou les variables géométriques ( b, ,p, , A4 ):

Al 4T _h dA ey 1y
dx dx k dx
(ITL.18) < :j(l'bx.dT(x)j_h.d(px'dx).(T(x)_Tw):()
X\ L dx k dx
- %.d]c;(x)+%x_d;JTgx)_%_zll'(T(x)_Tw)zo (111.20.a)
X X
dT(x) 1 dT(x) h-2-L _ B
& Z. D X T )= =(T T
& Txa ko T@-Ty=0 aveey=(T()-L.) (I11.20.b)
dy 1d
dxf+;ji_32yzo

Cette équation ressemble a I’équation de Bessel 1 y'— B>y =0 ou la solution générale de cette
X

équation est de la forme :

y=(T()-T,)=C 1,2 B-Jx)+C,-K,-(2-B-x)

C,,c,sont des constantes d’intégration a déterminer par les condition aux limites,
I(x). k, (x) sont respectivement des fonctions de Bessel modifiée d’ordre 0, du 1" et du 29 espéce,

donné par le Tableau (II1. 2. a) et (I1L. 2. b).
Ou

kb
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L’équation pour la répartition de la température et du flux de transfert de la chaleur pour les

ailettes a sections variables :

T()-T, _y _ 1,-(2:B:\x)K -2 B-\x)+1-2:B-Vx)-K,-(2-B-x) (II1.22)

T-T, vy, 1,-2-B~L)K -2 B~ )+l-2-BJX)K,-(2-B-JL)

II1.3.2 Conditions aux limites CL

x=L ->T=Ts

x=0 > K (0)=c0= ¢, =0

T(x)-T, _1,2-B-x) (I1.23)
T.-T. I1,2-BL)

I11.3.3 Flux de transfert de la chaleur

Ona

dlr,2-B-\0)) 1, . TN FRE R
d(2-B%) ~[n@ B )| ed|L,@ o)=L Bx) | d@ B %)

od|l,2-B )= [1(23\/_)](j Bt
Jx
od,e BA»)=[n@-B V)| B =
N
avec : p* = szbh etA—(lb)—%xouA—(lb)—Tb L=1b
~ 1,2 B-x) dT(x)| ~ 1,(2-B-/x) 1
T =T, +(7- )1(23\/_) dx X_L_{(T“ TDO)I(zB\/_) \E}L
-1 VL2 B-x) 2Lhi
: [(ZB\/_) \EH
1,2-B-/L) 1
=(r.-T.
.- ”)1(2BJ_) J—
oy [20h 1(2BJ_)
=(-L) k-b I(2-B-L)
a9l gy (2 1,2-B-1)
e R o .- T)I(sz/_)
g=1-2-h-k-b (T - ); g ﬁ ‘R (I11.24)
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II1.4 Ailette circulaire de section rectangulaire

Considérons l'ailette circulaire (Fig. III. 4). Bien que 1'épaisseur des ailettes est uniforme (e est

indépendant de r), la section transversale Ac (4c=2-7-r-e) varie avec .

Figure III. 4 Ailette circulaire de section rectangulaire

As:2-7r-(r2—r12)

’ ) 2-h
d{+l ar _2-h. (r-1,)= 0@@ 149 m?-0=0,avec i ;? = ,
dr* r dr k-e dr’  r dr k-e

L'expression précédente ressemble a 1’équation de Bessel modifiée d'ordre zéro o~ +19' —B¥=0
X

ou la solution générale de cette équation est de la forme :
O=T(r)-T,)=C,-1,-(m-r)+C, -k, -(m-r) (I11.25)

Ci et C; étant déterminés par les conditions aux limites :
Ar=n— 0=1,-T,

Ar= H=> h6(r)=—k- do. ., (cas le plus général : transfert de la chaleur a I’extrémit¢)
dr

On en déduit les valeurs de Ci et de Cs :

h
Kl(m'rz)_ml(o(m'rz)

C =
[1(’”"’2)'1{0(’”'ro)+10(m'”0)'Kl(m'”2)"‘%'[[0(’”"”2)'Ko(m"’o)"'[o(m"”o)'Ko(m"’2)]
_1=Godylmeny)
. Ko(m'ro)
I(r)-T, _6 _I,(m-r)K@m-r)+l(mrn) K (mr) (I11.26)

T-T, 6, I(mr)K(mn)+lmrn)K,mmn)

Ou:

Li(mr)=d[Iy (mr)] / d(mr) et Ki(mr)= -d [Ko(mr)]/d(mr)
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Le taux de transfert de la chaleur des ailettes est exprimé par :

dT do
=—k-A,— =-kQ2-7m-1-t)—
q c,b d}" ( 1 ) dl"

r=n r=n

K(m-r)-Ii(m-r) =1, -(m-1r)-K,(m-1,)
Ko(m"i)'ll(m'rz)+Io(m'r1)'K1(m'rz)

q=2nkrt6, m

D’ou le rendement

11.27
a4 2n Kmen)-Lmen) =L -(mer)-Ky(m-r) (27
W2z (=)0, m(i—nt) K,(n-r)-I(m-r)+1,(m-n)-K,(m-r)
La connaissance du rendement thermique d'une ailette permet d’évaluer sa résistance themique,

d’ou:

My

R - 1
o hA; s

I11.5 Efficacité d’une ailette

L’efficacité (Rendement) d'une ailette est définie comme le rapport entre la quantité de la
chaleur dissipé¢ (évacuée) par lailette et la quantité de la chaleur d’une ailette de mémes

dimensions mais ou sa température serait uniforme (constante) et égale a celle de sa base:

. . chaleur réelle transférée
Efficacité de 1'ailette = - - - -
La chaleur qui serait transférée si la surface enticre (IH.ZS)

de I'ailette était a la température de sa base

P

L’efficacité de l’ailette s’écrit donc : 7= (I11.29)
¢max
_ 4y __ 4
77f 9 max h Af Hb (III3O)

Définit les performances d’une ailette en comparant le flux dissipé a celui qui serait
dissipé dans une ailette de mémes dimensions mais dont la température serait uniforme et égale
a celle de la base (conductivité thermique A — o, pas de résistance thermique de conduction

donc pas de chute de température dans 1’ailette).
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Tableau III. 2. a Fonctions de Bessel de la premiére espéce

Ailettes droites

Rectangulaire *

Ap = 2wL,

B _ tanhmL,
L.= L+ ({2} n= “ml,
AP =¢L
Triangulaire *

A; = 2WIL* + (e/2)*]" | L,(2mL)

A,=(e)L

W= L 1 2mL)

Parabolique *
A =w[C/L +

(L* e)ln(e/L + C))]
G = [ & (elLy 1"

A,; = {Bi3HE

2
[A(mL)* + 1] + 1

M=

Ailette circulaire

Rectangulaire *

A_f = 27T (r%c' - r%)
rhe =1+ (e/2)
Vegrle — e

= ™2 Lymr)K,(mry.) + Kymr)l,(mr,,)

. (2r/m)
L7 (’ =
! : "1 ; (r3.—rd
Ailette aiguille
Rectangulaire®
L.= L+ (D/4) l _ tanhmL,
V = (#DY4)L Toel L
Triangulaire "
D 9 y
Af = 7 [L_ it (D/Z)z]”_

V = (w/12)D’L

2 L(2mL)
L A) 1,(2mL)
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Tableau III. 2. a Fonctions de Bessel de la premicre espéce (suite)

Parabolique ®

L}
L —
5p In[2DCJD) + Cil} W aomLE + 117 + 1
C; =1+ 2(D/L)*
G = [ <& (DIE)Y
V = (@/20)D* L
“m = (2/’1/]{1‘)”2.
®m = (4h/kD)".
Tableau III. 2. b Fonctions de Bessel modifiées du premier et de la seconde espece
x Iyx) Iy(x) x e "Iyix) e *1,(x) e'Kylx) K, lx)
0.0 1.0000 0.0000 0.0 1.0000 0.0000 % w
0.1 0.9975 0.0499 0.2 0.8269 0.0823 2.1407 5.8334
0.2 0.9900 0.0995 0.4 0.6974 0.1368 1.6627 3.2587
0.3 0.9776 0.1483 0.6 0.5993 0.1722 1.4167 2.3739
04 0.9604 0.1960 0.8 0.5241 0.1945 1.2582 1.9179
1.0 0.4657 0.2079 1.1445 1.6361
0.5 0.9385 0-3433 12 0.4198 02152 1.0575 1.4420
g:? g:zgg g:;igg 1.4 0.3831 02185 0.9881 1.3010
ol e e 16 03533 0.2190 0.9300 1.1019
- i s 1.8 0.3289 0.2177 0.8828 1.1048
20 0.3085 02153 0.8416 1.0335
- s —— 2.2 0.2913 02121 0.8056 0.9738
= 2 e M 24 0.2766 0.2085 0.7740 0.9229
EAE sl L 26 0.2639 0.2046 0.7459 0.8790
i3 0.6201 0.5220 2.8 0.2528 0.2007 0.7206 0.8405
14 0.5660 0.5419 3.0 0.2430 0.1968 0.6978 0.8066
3o 0.2343 0.1930 0.6770 0.7763
15 05118 0.5579 3.4 0.2264 0.1892 0.6579 0.7491
16 0.4554 0.5699 36 0.2193 0.1856 0.6404 0.7245
17 0.3980 0.5778 3.8 0.2129 0.1821 0.6243 0.7021
1.8 0.3400 0.5815 4.0 0.2070 0.1787 0.6093 0.6816
19 0.2818 0.5812 4.2 0.2016 0.1755 0.5953 0.6627
4.4 0.1966 0.1724 0.5823 0.6453
20 0.2239 0.5767 46 0.1919 0.1695 0.5701 0.6292
21 0.1666 0.5683 4.8 0.1876 0.1667 0.5586 0.6142
22 0.1104 0.5560 5.0 0.1835 0.1640 0.5478 0.6003
2 HLLEE, 0.5399 5.2 0.1797 0.1614 0.5376 0.5872
2 Do b 5.4 0.1762 0.1589 05279 0.5749
5.6 0.1728 0.1565 0.5188 0.5633
5.8 0.1696 0.1542 0.5101 0.5525
6.0 0.1666 0.1520 0.5019 0.5422
6.4 0.1611 0.1479 0.4865 0.5232
6.8 0.1561 0.1441 0.4724 0.5060
72 0.1515 0.1405 0.4595 0.4905
76 0.1473 0.1372 0.4476 0.4762
8.0 0.1434 0.1341 0.4366 0.4631
8.4 0.1398 0.1312 0.4264 0.4511
8.8 0.1365 0.1285 0.4168 0.4399
9.2 0.1334 0.1260 0.4079 0.4205
9.6 0.1305 0.1235 0.3995 0.4198
10.0 0.1278 0.1213 0.3916 0.4108

i1 (x) = L y(x) — (2L
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