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Corrigé de la Série N° 2

Exercice 2 :
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Exercice 3
Les lois de X(w) = w1 + w2 et Y(w) = |wi — we| sont données dans les tableaux
suivants :
X|1 2 3 4 Y[1 2 3 4
112 3 4 5 10 1 2 3
213 4 5 6 211 0 1 2
314 5 6 7 312 1 0 1
415 6 7 8 413 2 1 0

Par simple dénombrement, on obtient leur lol conjointe et les marginales :

Y\X | 2 3 4 5 6 7 8

0 /16 0 1/16 0 1/16 0 1/16 | 4/16

1 0 2/16 0 2/16 0 2/16 0 |6/16

2 0 0 2/16 0 2/16 0 0 |4/16

3 0 0 0 2/16 0 0 0 |2/16
1/16 2/16 3/16 4/16 3/16 2/16 1/16

On en déduit les espérances
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3. Calculer E(X|Y) et E(Y|X).
Notons E (X|Y = y) la valeur constante de E (Y|X) sur 'ensemble {Y = y}. 11 suit

de la relation (3.2.11) du cours que

_EX1y—y)

_ PiX=2Y=y} _ o
E(X|Y =y)= BV =) _;x S =3 aP{X =zYV =y} .
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En appliquant a notre cas, on obtient
EX|Y =y)=5 vye{0,1,2,3},

ce qui traduit le fait que la distribution de X est symétrique autour de 5 pour tout Y.
De maniéere similaire, on trouve

E(YIX =2)=E(Y|X =8)=0,
E(YIX=3)=E(Y|X=7)=1,
EYIX=4)=E(Y|X=6)=3%,
E(Y|X =5)=2.

Cela permet en particulier de vérifier que E(E (Y |X)) =E(Y).

Exercice 4 :

Un choix possible d’espace probabilisé est @ = {1,....6} x {0,1}%, avee la probabilité
uniforme et

w
Nwi=w, Xw)=) wisi.
i=1

Avant de calculer E (X)), commencons par calculer E (X |N). Conditionnellement & N = n,
X suit une loi binomiale de parameétres n et 1/2, d’'ol1

JI‘V
E(XIN) =3 .

suffit alors de prendre 1'espérance pour conclure :

E(X)=E(E(X|N)) = %]E (N) =
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Exercice 5 :
Soit X =14etY =1p.
e Si X et Y sont indépendantes, alors P(ANB)=E(XY)=E(X)E(Y)=PFP(A)P(B).
Or
/Yd]]]’: le:[P(Ar’“lB):]P{A)]P(B):P(A)]E(Y}:f]E{Y}dIP.
A AnB A

On vérifie facilement des relations analogues avec A remplacé par A€, par () et par €.
Comme o(X)={0.4,A°Q} et E(Y) C Fy C o(X), on a bien que E(Y|X)=E(Y).
e Supposons que E(Y|X) =E(Y). Comme A € o(X) on a

[El(XY):fAYdJP“ :LE{HX}-&]P :LE{Y}&P —E(Y)P(A) =E(Y)E(X).

Le résultat s’étend a des variables aléatoires quelconques de la maniere habituelle, en les

décomposant en partie positive et négative et en approchant chaque partie par des fonctions
étagées.

Exercice 6 :

Notons Xo = E(X|Fy) et X1 =E(X

F1) =E(Xq

Fi). On a
E(XX1) =E(E(XX1|7)) =E(XE(X|F)) =E(X]) .
Par conséquent, en développant le carré on obtient

E(X —X1)?) = E(X?) - E(X}).

Notons Xo = E(X|Fy) et X1 =E(X

F1) =E(Xq

Fi). On a
E(XX1) =E(E(XX1|A)) =E(X1E(X|F1)) =E(X).
Par conséquent, en développant le carré on obtient

E(X —X1)?) = E(X?) - E(X}).

De maniére similaire, on montre que E (X X3) = E (X3) et E (X1 X3) = E(X?), doit



