Chapitre 1 : Rappels sur les probabilités

1) Expérience aléatoire : la théorie des probabilités est une théorie matetematiques
intervenant dans 1’étude des phénomeénes liée au hasard ; c'est-a-dire des phénomenes, si

reproduits plusieurs fois, se déroulent différemment d’une expérience a 1’autre et donnent un

résultat imprévisible.

On dit que une expérience qu’elle est aléatoire si son résultat ne peut étre prévu a priori.

Définition : ’ensemble Q de tous les résultats possible, pour une expérience aléatoire
donnée, est dit espace fondamental, il est note un élément de Q est dit résultat élémentaire.

Exemple : soit ’expérience du jet d’une piece de monnaie si on suppose qu’il n’y a que deux
résultat possible sera Q= {P, F} ou présente “’pile ** et face.

2) Evénement : un événement peut a la suite d’une expérience €tre réalisé ou na pas étre

réalisé. Les événements doit toujours étre défini avec précision.

Exp : on lance un d¢, I’événement A : "le numéro 3 apparait" est un événement dit

¢lémentaire. (A= {3}).

L’événement B : " un nombre impaire apparait” est un événement composé. (B= {1, 3,5}).

3) correspondance entre le langage probabiliste et le langage ensembliste :

langage probabiliste langage ensembliste
Evénement certain Q
Evénement impossible 0
A implique B AcB
AectB ANB
AouB AUB (ouA+BsiANB= 9 )
Non A A=Q-A
A et B incompatibles ANRB= 0

4) Espace probabilisé : Soit une expérience aléatoire. On peut identifier un événement
aléatoire A avec la partie Q2 dont les ¢léments réalisent A.

L’ensemble de tous les événements est I’ensemble de tous les sous ensembles de Q : P(Q).

Définition : une classe F de P(Q) est dit o-algebre (ou tribu) de parties de Q si :

i) QEF
i) A€r=> A €F

iii.)  Si{Ay k € N} est une famille d’éléments de F alors UA/E F

Définition. Soient QQ un espace échantillon, F une tribu sur Q. Le couple (€2, F) est appelé

espace probabilisable (espace mesurable).




Définition. Soient 4, B, A;, A, ...A, des éléments de F.

1) On dit que 4 et B sont incompatibles ou disjoints si4 N B= ¢
2) Ondit que 4,, 4>, ...4, sont deux a deux incompatibles si pour tout
1 <i#j<n:AN4=19 .
3) On dit que 4,, A4, ...A, forment une partition de Q, s’ils sont deux a deux incompatibles
et st UA=Q

Définition .On appelle probabilité, toute application P : Q@ — [0, 1] vérifiant satisfaisant aux
axiomes :

1) PQ)=1.

2) P(Q)>0, VAEF

3) Pour toute famille {4, k> 1} d’éléments de F deux a deux incompatibles, on a

2. P(4)
P(UA)= i=l
Définition. Si (Q, F) est un espace probabilisable, P une probabilité définie sur (€2, F), alors
le triplet (Q, F, P) est appelé espace de probabilité.

Proposition
Soient (€, F, P) un espace de probabilité, 4,B € F', alors
1) P( 9 )=0;
2) VA€F,VBeF P(4 U B)=P(A) + P(B) — P(4 N B).
3) P(A)=1— P(A).
4) YV A€eF YV BEF tqA4 C B==P(4) < P(B).

Définition: La probabilité P définie (Q, F), ou Q = {w,, w2, * - -, w,} est un ensemble fini, est
dite uniforme (équiprobables) si les probabilités P({w:}!) = P({w2}) = - - = P({w.})

Théoreme : Dans le cas équiprobable, la probabilité d’un événement 4 est donnée par

p(a)=P1A)

p ( Q) = Nombre de cas favorables / Nombre de cas possibles.

5) Probabilité conditionnelle

Soient (2, F, P) un espace de probabilité, B € F avec P(B) > 0.Pour 4 € F, on désigne par
P (4/B) la probabilité de A sachant B, elle est définie par
P ( A/B ) = m
P(B)
Remarque 1 : Soient 4, B deux éveénements de €, P (4/B) se lit la probabilité de A4 sachant B
ou la probabilité conditionnelle de 4 par rapport a B.

Remarque?2 : Soient C, D € F. Cette proposition signifie en particulier que
1) P(YVB)=1.
2) P(Cu D/B)=P(C/B)+ P (D/B)— P(CN D/B).
3) Si C et D sont incompatibles, alors P(C UD/B) = P(C/B) +P (D/B).
4) P(C/B)y=1—- P(C/B).



6) Indépendance :

Soit (2, F, P) un espace de probabilité .Deux événements 4 et B sont indépendants si et
seulement si P (4 N B) = P(A) P(B)

Définition. Soient n >2, A;, Aa,, ...A, des évenements d’un espace de probabilité (Q, F, P).
On dit que 4,, 4>, ...A, sont indépendants si P (Ni-; Ax)=I1 P(Ax)
Pour tout ki, ko, ..., kp € {1, 2, ..., n}.

7) Formule des probabilités totales

Soient (Q, F, P)un espace de probabilisé. 4, 42, . . ., An un systéme complet d’événements
et B un événement quelconque, alors on a la formule de probabilités totales :

P(B):Z P(B/A,|P(A))

Démonstration :
Ona UA=Q et 4,NA4= 9 pouri#j. comme B=BNQ=BN (UiA))= Ui(BN A)
avec |BNAJN(BNA|=¢
Pouri#j,onaP (B)=P (Ui(BN A))), donc
P(B)=),P|BIA|P(A))
~ "

8) Formule de Bayes
Soient (€2, F, P) un espace de probabilisé. 4, 42, . . ., An un systeéme complet d’événements

et B un événement quelconque tel que P(B) #0, on a :
Démonstration :

P(A /B)= P(BIA;)P(A))
J J_ZP(B/AI.]P(AI.)

Démonstration :

Ona:

P(BnA;) _P[BIA|P(A))
PBl ~  P(B)

Vj,P|A/B|=

Comme la formule des probabilités totales nous permet d’écrire :

PB|=). P[B/A|P(A)

On obtient le résultat.

Références :



[1] : Probabilités, Boukhari Fakhreddine. Universit¢ Abou Bekr Belkaid Tlemcen.

[2] : Méthodes statistique et probabilités, Khaldi khaled,UMBB .



