Chapitre 5 Commande numérique des systemes LTI échantillonnés

5.1 Rappels sur les contréleurs PID analogiques

Les contr6leurs (régulateuBjoportionnell ntégratDérivé PID) sont des algorithmes de commande permettant

d'effecteur une régulation en boucle fermée d'stesye industriel. Ce sont les contréleurs les plilisés dans

l'industrie et permettent de contréler la grandgonité des procédés.

5.1.1 Contréleur proportionnel

‘P’ analogique

Loi de commande

Fonction de transfert

Schéma fonathnel

u(t) = Kye(t)

U(p)

Co0) = 50y =

D

e(t)

— | K

u(t)

—>

5.1.2 Contréleur proportionnel-

Tableau (5.1) : Contrdleur proportionnel P analogey

intégral Pl analogique

Loi de commande

Fonction de transfert

Schéma fonannel

‘ e(t) u(®
u(t) = K,e(t) + K; f e(t)dt Ky ’
0 () = Uulp) _, 1+Tp
L = Ew) T
=K, e(t)+ﬁfe(‘r) dt J-
0 Ti
0
Tableau (5.2) : Contrdleur proportionnaitégral Pl analogique
5.1.3 Contréleur proportionnel-dérivé PD analogique
Loi de commande Fonction de transfert Schéma fonatnel
e(t) u(t)
de(t) K, ——»
u(t) = Kpe(t) + K4 It (p)
_x de(t) Cpp(p) = E( ) Kp(l + Typ)
= e(t) + Ty T j
T J—
4dt

Tableau (5.3) : Contrdleur proportionnelerivé PD analogique




5.1.4 Contrbleur proportionnel-intégral-dérivé PID analogique
Plusieurs implémentations des controleurs de typesBnt possibles, a savoir : structure sériectiine parallele et

structure mixte.
(1) Structure PID série

Loi de commande Schéma fonctionnel
t
de(t)
u(t) = Kpe(t) + K, f e(t)dr + KdT
0
t
_x |TitTa 1 0 e(t) t 4 u(t)
=K, T, e(t)+ﬁf€(‘[) T+ dT — Kp :T.f + :Tda Ly
0 i
0
Fonction de transfert
Crip(p) = M =K, (1 + i) 1+ Typ)
E(p) Tip
Tableau (5.4) : Contrbleur proportionratégraldérivé série
(2) Structure PID paralléle
Loi de commande Schéma fonctionnel
t
de(t)
u(t) = K,e(t) + K; f e(t)dr + K, i » Kp
0
e(t) : u(®)
Fonction de transfert > >K"f
0
U(p) 1
C =——=K,+K,—+K, d
pip (D) E(p) P p ab Sk, &
dt
Tableau (5.5) : Contrdleur proportionfiatégraldérive parallele
(3) Structure PID mixte
Loi de commande Schéma fonctionnel
t
) = K, |e(t) + 1f (@ dr + 1, 28
u(t) =K, |e = | e(r)dr d l
TiJ dt e(t) : u(t)
1
>—J- Ky —>
- Ti 0
Fonction de transfert
U(p) 1 T, 2
p »{ g~
C ()=—=K(1+—+T ) dt
pip\P E(p) P Top ab

Tableau (5.6) : Contrdleur proportionfiatégraldérivé mixte




Remarque
Le terme dérivé incorporé dans le contrbleur PlOraplémenté par la fonction de transfesp. En fait, cette fonction de
transfert est irréalisable physiquement car nosaau Dans la pratique, la dérivée est réaliség feome filtrée :

Typ

Tap
T+=N-

Par conséquent, la fonction de transfert du caetr&PID mixte devient sous la forme filtrée suieant

U(p) 1 Tap
C =——=K,|14+—+
pip(P) E(p) p T, it TXl—p

5.2 Avantages et inconvénients des actions d’'un conter PID analogique
5.2.1 Action proportionnelle P
- permet de corriger les effets d’'une perturbation ;
- permet de diminuer I'erreur en régime permanant ;
- permet d’augmenter la rapidité en régime transitoire ;
- déstabilise le systeme quand on augmente le gain
5.2.2 Action intégrale |
- annule l'erreur statique (erreur en régime permgnan
- diminuer la rapidité et 'amortissement en régimamsitoire ;
- déstabilise le systeme quand on augmente le gamitégrationk; (T; trop faible).
5.2.3 Action dérivée D
- augmente la rapidité et 'amortissement en régnamesitoire ;
- stabilise plus rapidement le systéme (temps de répse amélioré) ;
- anticipe les erreurs futures ;
- n'annule pas l'erreur statique (aucun effet enmégpermanant);
- sensible aux parasites.
5.3 Transposition (Discrétisation) des contréleurs PIDanalogiques
Afin de pouvoir importer un régulateur PID analagigdans un calculateur numérique, il faut le traségnumérise€) en
utilisant les différentes techniques de discrétsagxpliquées au cours du chapitre précédent.
Les régulateurs discretstlaborent une grandeur de commande discréte atidonde I'écart de réglage discret du
systéme a commander. Selon la complexité du régulaia grandeur de commande a l'instant k estdéeren fonction

de la valeur de I'écart & cet instant, mais aussimstants précédentg — 1), (k — 2), ... etc.

Figure (5.1) : Approximation de la variable compé&x

5.3.1Les différentes approximations de la dérivée et déntégrale continues
Les approximations les plus utilisées pour approlzhdérivée et I'intégrale continues sont résuntzess ldableau

suivant :



Dérivation Intégration
Méthode d’Euler arriere (z—-1) 1 Tz
(Discrétisation arriére) P p (z—1)
Méthode d’Euler avant (z—-1) 1.z
(Discrétisation avant) p=— p (z—1)
Méthode de Tustin L 2GE-1) 1 . T+l
(Transformation bilinéaire) PP (z+1) p 2(z-1)

Tableau (5.7): Différentes approximations de laidée et de I'intégrale continues

5.3.2 Réalisation des contréleurs PID numériques

Dans cette section, nous allons utilisapproximation d’Euler arriere pour discrétiser les différents contréleurs

numériques cités dans la sectt

5.3.2.1Contrbleur P numérique

Uulp) _

Le régulateur P analogique a pour fonction de feahsCp (p) = o) K,. En utilisant la transformée ezi,'nous
obtenons la fonction de transfert du contréleuuérique équivalent:
U(z)
C =——<—=K
P(Z) E(Z) p

Ce régulateur est décrit par I'équation récurrsnfeante :

(uk) = Kye(k)
Son schéma fonctionnel est donné comme suit :

e(k) u(k)

— | K,

Figure (5.2) : Schéma fonctionnel du contréleurdPn@rique

5.3.2.2Contrdleur Pl numérique

Soit un contréleur Pl analogique dont la fonctientinsfert est de la forme :

U 1
Cpi(p) = % = Kp. (1 + T_p>

En utilisant 'approximation d’Euler Arriere, notr®uvons la fonction de transfert discréte corresiamte :

Cor(2) = Cor ()] —U(Z)—K 14 1 _K (1 T z )_ro+rlz—1
pi\Z) = Lp/\p » (z—l)—E(Z)_ b T-[(Z_l)] o T,z—1 1-2z71

=Tz
Tz

L’équation récurrente suivante permet de décrineégalateur :
u(k) =ulk —1) + rge(k) + rpe(k — 1)

Avec :

(5:2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)



T
o = Kp.(l +F)

Tl = _Kp

Son schéma fonctionnel peut étre donné comme suit :

e(k)

Y

\ 4
=
N

|
=

Figure (5.3) : Schéma fonctionnel du contréleumBmeérique

5.3.2.3Contrdleur PD numérique

Un contréleur PD analogique est décrit par la faamctle transfert :
U(p)

Cop(p) = Ep) K, (1 + Tap)
Sa version numérique est obtenue en utilisant t@pmation d’Euler arriére :
Con () = Con®)],_is-1) = o2 = Ky, (1 4T, [(Z L ) = K, (14 222°7) (5.6)
r="r- E(2) Tz T z

Ou bien:

Cpp(2) =19+ 11271 (5.7)
Ce contr6leur est représenté par I'équation réntersuivante :

u(k) =rge(k) + rie(k — 1) (5.8)
Avec :

T
o = Kp.(l +F)

e(k)

Y

\ 4
~
N

Figure (5.4) : Schéma fonctionnel du contréleur RIDnérique



5.3.2.4Contrbleur PID numérique

Dans cette section, les trois structures des denn®PID analogiques étudiées dans la premiet®rdsectiorb.1),
sont discrétisées par la méthatlEuler arriére. Par conséquent, leurs fonctions de transfert ngoes équivalentes et
leurs équations récurrentes sont calculées ; et smlnémas fonctionnels correspondants sont pessent

(1) Structure PID numérique série

La structure série du controleur PID numériquedéfinie par la fonction de transfert :

Cotn(2) = Cop ()] _U@ _ (1+T z )(1+sz_1) 5.9
pip\Z) = Lpip\p p:(zT—Zl) = E(2) = Rp. T.z—1 T 2 (5.9)
Cette fonction de transfert peut étre écrite :
To+ 1z  +1ryz72
C = 5.10
pip(2) 1_,-1 ( )
L’équation récurrente correspondante est donnée par
ulk) =ultk—1) + rpe(k) + nne(k — 1) + r,e(k — 2) (5.11)
Avec :
(o = Kp' (T2 + TT, + K;'T;")/TT;
Jr - —K,'(T +2T;")
T
KT,
p td
r, =
Et:
’ Ti + Td
KP - p Ti
T =T+ Ty
T;T,
Td/ — itd
\ T, + T,
Cette structure, apparaissant sous forme de sclugroiionnel dans la figure suivante :
e(k) u(k)
T z T,z—1
> K, — —
Tiz—1 T z

Figure (5.5) : Schéma fonctionnel du contréleur RIDMérique série

(2)Structure PID numeérique paralléle

Une structure paralléle du contrbéleur PID numérigjobtient en posant :

_Kp
{(Tl-—?i
Kq

Ty =-2
UK,

Comme la structure série, ce controleur peut &oeitdpar :



- une fonction de transfert enz :

_ U@ _ 2 ) (Faz=!
Cpip(2) = CPID(p)Ip:% “E() Ky + (KiTZ — 1)( )

- une fonction de transfert enz-1' :

To+ 1zt + 1272

1-2z1

Cpip(2) =

- une équation récurrente:
u(k) =ulk—1) + rge(k) + rne(k — 1) + rpe(k — 2)

Avec :
__TKp + Ka
0 T
) _ (T°K—TK, — 2K,)
rn= T
Ka
2 =7

- un schéma fonctionnel:

Figure (5.6) : Schéma fonctionnel du contréleur Ribmérique parallele

(3)Structure PID numérique mixte

Le régulateur PID analogique mixte, quand la déioven’est pas filtrée, possede la fonction dedfert :

U 1
Crip(p) = % =K, (1 + T_p + po>

Elle est non causale. Par contre, sa version nqoeegst causale :

Cpip(2) = CpID(P)|p=% = % =Ky [1 + (Tzlzi 1) + (%Z; 1>]

Cette derniéere peut étre écrite sous la forme stéva

To+ 1zt +1ryz72

C =
pip(2) 1_ 1
L’équation récurrente de cette structure est dopaée
u(k) =ultk — 1) +rye(k) + rne(k — 1) + rpe(k — 2)

Avec :

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)



( K(1+T+u)
Ty = e
o~ Tp T, T

A

Ty

"n= —Kp (1 + 2?)
Ty

r =Ky

Cette variante est représentée par le schémadaneli suivant :

e(k) | l +u(k)
J T z a K |
V: Tl‘Z—l 4 p :
i TdZ—]. i
| 1Tz |

Figure (5.7) : Schéma fonctionnel du contréleur Rllimérique mixte

Cette variante est dite forme non filtrée. En fiiést préférable, pour réaliser un contrdleur RibDnérique, de prendre la

forme filtrée suivante :

Corn(2) = K, |1+ (=—2—) + Nz—-1) (5.19)
pID\Z) = Rp <_ ) :
T;z—1 Ty, _
(1 +N Td) z—1
On peut écrire aussi la fonction de transfert dguation (5.19) sous la forme réduite suivante :
To+ 1z  +1ryz72
C = 5.20
PID(Z) (1 _ Z_l)(l + 512_1) ( )
Dans ce cas I'équation récurrente est donnée casuine
ulk) =0 -sPutk — 1) + squ(k — 2) + rpe(k) + rpe(k — 1) + rpe(k — 2) (5.21)
Avec :
( Td
Sl = -
T, + NT
=K (1 + r N )
< 0 =Kp T, S1
T
Tl - Kp(sl<1 +_+2N) - 1)
T;
7‘2 == _Kpsl(l + N)
Avec :

N : est un entier positif non nul.

D’autre part, le schéma fonctionnel de la figurgY®levient :



N(z-1)

(1+NTld)Z_1

\ 4

Figure (5.8) : Schéma fonctionnel du contrbleur RIDmMérique filtré mixte

Exemple 5.1
Soit le régulateur PID analogique mixte filtré :
U 7.20p
Crin(P) = iy = 0202 (1 t 5074 "1+ 9.255p)

En utilisant I'approximation d’Euler arriere, larg®n discrete de€,;,(p) est obtenue comme suit :

1 7.20p

Cop(2) = C _ =0.202(1+ + )|

o () = o P _z-1) 60.74p  1+9.255p/|,_G-1
Tz

Prenond” = 10(s) :

720 (&=L
Cpip(z) = 0202 1+ - + i
PID =Y (z-1) (z—-1)
60.74( 102 ) 1+ 9.255 (—102 )
. . (1 N z N 0,778z — 0,778)
pip(2) = 0. 6.074z — 6,074 2,0806z — 1

L'expression en fonction de-1’ est obtenue comme suit:

z 4 0,778z — 0,778) z 1
6.074z — 6,074 2,0806z — 1
Le régulateur PID numérique aura alors pour exess

0,3108 — 0,4661z71 + 0.1726272
1—-1,4806z"1 + 0,480622

CPID(Z) = 0202 (1 + F

Cpip(2) =

Tirons I'équation récurrente correspondante :
U(z) 03108 — 0,4661z 1 + 0.1726272
E(z)  1—1,4806z"1+ 0,480622

=1

(1— 1,4806z"1 + 0,48062"2)U(z) = (0,3108 — 0,4661z~1 + 0.17262"2)E(2)

Cpip(2) =

=
U(z) — 1,4806z~1U(z) + 0,480622U(z) = 0,3108E(z) — 0,4661z1E(z) + 0.172622E(2)
Appliguant la transformée er’inverse, le contréleur aura pour équation récugen
u(k) = 0,3108e(k) — 0,4661le(k — 1) + 0,1726e(k — 2) + 1,4806u(k — 1) — 0,4806u(k — 2)

Ce régulateur PID numérique peut étre représehtnsatiquement par :



e(k) z ¥ 5 u(k)
B R B 2
| 6,074z-6,074 [ K 0,202 —
. 0,778z-0,778
2,0806z-1

Figure (5.9) : Schéma fonctionnel du contréleur RIDMérique filtré mixte

5.4 Réglage des contrdleurs PID numériques

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodesralculer les parameétres de régulateurs PID rigoes. Ces
méthodes peuvent étre empiriques, algébriquesgquéntielles. Cette section présente quelquesitpads de réglage
des régulateurs PID numériques, comme la méthogeigme proposée pdrakahashiet la méthode de placement de
pbles et notamment la technique de compensati@z&ib.

5.4.1Réglage de Takahashi pour des contrdleurs PID numigues

La méthode d&akahashiest la généralisation au cas discret de la métdedegler-Nichols utilisée pour le domaine
continu. Par conséquent, comme le cas continutlfaumettre le systenaiscret a I'un des deux essais : en boucle
ouverte BO) et en boucle fermé&F).

5.4.1.1Essai en boucle ouverte (BO) : Méthode de la répoméndicielle

Cette méthode est basée sur les deux parameti@ente) et T * (seuil) de la réponse indicielle issue d’'un essai

boucle ouverte (BO), comme le montre les figuresQpet (5.11) :




