Chapitre 4 Analyse des asservissements linéaires échantillonnés
1- Stabilité des systémes linéaires échantillonnés
1.1 Stabilité d’'un systeme discret
1.1.1 Définition
Un systéme linéaire discret décrit par dimection de transfert rationnelle; (z) eststablesi seulement si tous ses
péles sont a l'intérieur du cercle unité (de rafgrl et de centre (0,0) dans le plan compleXe comme le montre
la figure suivante :
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Figure (4.1) : Correspondance entre le plan comelex et le plan complexez' : Passage du domaine continu au

domaine discret

1.1.2 Théoreme de stabilité
Soit le systeme discret décrit par la fonctionrdedfert :
Y(z) N@) boz"+ bzt + . +b,_1z' + b,

G(z) = = =
) R(z) D) ayz"+ a1z '+ . +a,_1z' +a,

, n=2m, ag >0 (4.1)

On définit les polep; du systémér (z) qui sont les racines de I'équation (polyndme) cigristique :
D(z) = apz"+az" 1+ . +ay_1z' +a, =0 (4.2)
Alors, on a le théoreme suivant définissant laiktéllu systéme discrét(z) :

le systéme G(z)est stable si et seulement si tous les poles p; ont le module < 1

On exprime ¢a par :



Sivi|p;| <1 lesystéme G(z) est stable

Exemple 4.1
Soit un systeme LTI discret du premier ordre suivan
6(z) = 0.4877
(z—0.9512)

On veut explorer la stabilité de ce systéme.

Solution :

On commence par la détermination des poles dursgsté Formant et résolvant I'équation caractéristidu systéme :
D(z) =z—09512=0 < p = 0.9512

Donc, le systéemé&(z) posséde un pole unigpe= 0.9512. Et commdp = 0.9512 | = 0.9512 < 1 < le systeme
G(z) est stable.

Cette stabilité peut étre évaluée en utilisanbledIATLAB suivant :

NumG= 0.4877;

DenG = [1 -0.9512];

figure;

zplane(NumG,DenG) ;

xlabel('Partie réelle de z') ;
ylabel('Partie imaginaire de z') ;
title ('Cercle de stabilité') ;
grid ;

La figure (4.2) montrde cercle de stabilitéobtenu par ce code. Dans cette figure, le pOlaegsesenté par X'. Le

systéme est stable car le seul pdle du systéns&t@st l'intérieur du cercle unité (cercle de ititéh
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Figure (4.2): Cercle de stabilité dans le plan ‘z’



1.1.3 Critere de Jury de la Stabilité
1.1.3.1Definition

Le critére de Jury est un critere algébrique permettant d’évaluestaddilité d’un systéme discret a partir des coieffits
du dénominateur de la fonction de transfert en leoagverte (ou bien en boucle fermée). En faitriere delury de
stabilité s’applique directement sur le polyndmeacteristique du systeme.

La fonction de transfert en boucle fermée précédpaut étre exprimée sous la forme fraction polyiatearenz comme
suit :

Y(2) N(2) boz™+biz" "+ 4by_ 12" + by
R(z) D(z) agz"+a;z" 14 . +a, 1z +a,’

Gpr(2) = n=m, ap>0

Le polyndme caractéristique du systeme est donméneosuit :
D(2) = agz™ + a; 2" 1 + - t+a,_1z' + a,
Ou;
ag, Ay, - -, An_1, Ay SONt des coefficients réelsagt > 0 .
L'évaluation de la stabilité du systéme par leecgtdeJury consiste en premier lieu dans la constructionatileau de

Jury suivant :

ligne z0 z1 z? z3 e e z"2 z"1 z"
1 a, An_1 Ap_> Ap_3 e a, a, ag
2 Qo a, a as an—2 An-1 an
3 Bp_1 Bn—> Bn—s Bn_s B, B
4 By B, B, Bs Bn—> Bp_1
5 Coz Cns Coot | Cos Co
6 Co Cy C, Cs Ch—2

2n—>5 P; P, P, Py

2n—4 Py P, P, P;

2n-3 Q2 Q1 Qo

Tableau 4.1 : Tableau de Jury

Avec :
_ an QAn-1-i , _
Bi=|g o 1=0123..n-1
_ Bn—l Bn—z—i P
G=|"p" B i=0123..n-2
_|Ps Pa-i :
%=lpy Pl =0

1.1.3.2Enoncé du Critére de Jury
Un systeme discret ayant une equation (polynérmmaytaristique :
D(z) = apz™ + ayz" 1+ - tay_12zt + a,

Est dit stable si toutes les conditions suivanves satisfaites :



(1) lanl <aqo

(2) D(1) > 0

3) (-D"*p(-1)>0
(4) [Bn-1l > |Bo|

(5) 1Cn—2l > |Gyl

1Q21 > Qo]
Exemple 4.2 :
Soit un systeme discret ayant un polyndme caractérgstigusecond ordre suivant ;
D(z) =z?>+2z'+0.21
Etudier la stabilité du systéme.
Solution :
En utilisant le critére de Jury de stabilité, an a
n=2, a, =1, a, =1, a, =a, =0.21
Nombre de lignes du tableau de Jury :
On a :n = 2, donc le tableau de Jury poss@ae— 3 = 1 ligne,

En conséquence, le tableau de Jury suivant :

ligne z0 71 72

1 a, aq ag

A partir de ce tableau, seulement les trois pregsiéonditions de stabilité selon le critére de 3oyt a vérifier.
(1) la, =0.21| < 1
(2) D(1)=1+14+021=221>0
B) (-1)?D(-1)=1-1+021=021>0
Les conditions sont satisfaites, ce qui indiquelgagole du systéme sont a l'intérieur du ceraiééwu plan z.
On conclut que le systeme est stable
Remarque Importante:
+ Casdeay <0:
- d’abord, on construit un autre polyndéme,(z) = —D(z) ;

- puis, on traite le nouveau polynérg(z) par le critere de Jury.

2- Analyse temporelle des systémes linéaires échartithés (discrets)
2.1 Réponses temporelles

Considérons un systeme linéaire échantillonné rglisc

u(k)/U(2) systeme linéaire y(k)/Y (2)
échantillonné (Discret)

9(k)/G(2)

v
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Figure (4.3) : Schéma fonctionnel d’'un systemegiirgééchantillonné (discret)



La réponse temporelle d’'un tel systéme a une egtréleonquer(k ), k > 0, est alors donnée pardanvolution
numeériquesuivante :

[oe]

y(k) = Y u@g(k - ),

i=0

k>0 (3.8)

La réponse d'un systeme échantillonné a un sigeatrée peut étre déterminée de différentes fagons

Résoudre I'équation aux différences analytiqueraenrofit de la sortig (k);

A partir de la Fonction de transfert en z, déteemif(z) = G(z)U(z) et calculer la sortig(k) par
transformée erz' inverse en supposant gles conditions initialessont nulles Pour cela on utilise la

table de transformée en *

Décomposef’(zi)

en éléments simples et déterminer la réponse tetpde chaque élément (e .

Comme la méthode précédente on suppose que lesiaoséhitiales sont nulles.

2.1.1 Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle est la réponse de sdidie systeme résultante d’'une entrée en impulsobidac.

2.1.2 Réponse indicielle :

La réponse indicielle est la réponse de sortie ditstéme résultante d’'une entrée en échelon.

Exemple 4.3

Soit un systéme LTI discret du premier ordre suivan

0.4877

G(z) =

(z—0.9512)

Les réponses impulsionnelle et indicielle de céésye en boucle ouverte peuvent étre obtenues padeMATLAB suivant :

NumG= 0.4877;

DenG = [1 -0.9512];
figure (1);
dimpulse(NumG, DenG)
title('Réponse impulsionnelle de G(z)');

% Trace la réponse impulsionnelle de la fonction G(z)

Ampltude

Time (seconds)

grid ;

figure (2);

dstep(NumG, DenG) % Trace la réponse indicielle de la fonction G(z)

title('Réponse indicielle de G(z)');

grid;
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Figure (4.4) Réponse impulsionnelle de @éz) en boucle ouvertdzigure (4.5) Réponse indicielle dé(z) en boucle ouverte



2.2 Performances temporelles
Les performances temporelles désirées d'un systasservi linéaire et échantillonné (discret) sonbhégélement
spécifiées relativement a la réponse indiciellsygitéme bouclé (Figure (4.6)).
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Figure (4.6) : Performances temporelles associéasaréponse transitoire & un échelon

Cette réponse est caractérisée par :
= Un premier dépassemeifpic) D : traduisant lelegré d’amortissemer{te degré de stabilitédu systeme ;

= |etemps de premier pitd : traduisant la rapidité du régime transitoire ;

» |etemps de montéam : comme étant le temps que met la réponse inldigielur aller de 10% a 90% de sa valeur
finale.

= |etemps de réponsk- : c’est le temps requis (nécessaire) pour quelabe de sortie atteigne et reste a l'intérieur
d’'une bande, exprimée en pourcentage (2% ou 5&atjvement a sa valeur finale. Il permet de meadare
rapidité du systeme asservi ;

= |'erreur statiqguee(o) = e, : I'erreur statiqgue du systeme est caractériséégreeur en régim@ermanant en
présence d'un échelon. Elle permet de medarngrécision du systéme asservi. En fait, on souhaite généealem
obtenir un régime transitoire rapide et bien amasidegré d’amortissementetrapidité du régime transitoire
sont liés da configuration des poles et des zérali systeme dans le plan complexe.

2.3 Gain statique

Y(2)

Considérons un systeme linéaire échantillonné detifan de transferf (z) = AG)
1

Si on met a I'entrée de ce systeme

un échelon d’amplitudd, soitu, (kT) = A.u(kT) , on a en sortie :
Z

(z-1

D’aprés le théoreme de la valeur finale, la sofk&) , en régime établi (permanent), tend donc vers :

Y(z) = G(2)U,(2) = G(2).A. (4.9)



1
. T -1 — i _ -1 [
Ill_)rg y(kt) = lzl_rg(l z ) Y(2) lzl_r}}(l z77)G(2). A 1—z1)

=1lim,,; AG(2) = A.G(1) (4.10)
Le gain statiqueK) du systeme échantillonné, égdhavaleur finale de la sortie sur 'amplitude de I'’échelon, est donc
égale a:

AG(1)

K= =G(1) (3.11)
Notons qu’un systéme continu et sa version échamtiée posséde le méme gain statique.
Exemple 4.4

On considére un systéme continu de fonction desfieain:

Le code MATLAB suivant permet de calculer a la fois dain statique du systéme continu et de sa version

échantillonnée:

NumGc= 0.2;

DenGc = [5 1];

Gc = tf(NumGc, DenGc);

T= 1;

Gd = c2d(Gc,T, 'zoh')

% Calcul du gain statique de la fonction continue G_c(p)
KGc= dcgain(Gc) ;

[NumGd,DenGd]=tfdata(Gd, 'v');

% Calcul du gain statique de la fonction discrete G_d (z)

KGd= ddcgain(NumGd,DenGd)

Ce code retourne alors le résultat suivant :
KGec =
0.2000
KGd =
0.2000
2.4 Etudes temporelles des systémes élémentaires
2.4.1 Systémes du premier ordre

Soit un systéme LTI continu du premier ordre débeu le schéma fonctionnel suivant:

Xp) —— G —» Y()

Figure (4.7) : Schéma fonctionnel d’'un systéemedoritinu en boucle ouverte (BO)

Ce systéme est modélisé par une fonction de trdrsfetinue sous forme normalisée suivante :

G(p) = (4.12)

1+



Ou:
K ett sont respectivement le gain statique et la cotestduntemps du systeni€p).

La fonction de transfert possede un pole unigue: —% (pc: est le pole du systéme continu. Il est toujoéed négatif,

car par définitiorr est strictement positif).

Laréponse impulsionnell&u systeme est obtenue en lui injectant une irfgrulde Dirac :

K _t
y(®) =—e Tu(t) (4.13)

ou :
u(t) est un échelon unité causal non retardé.

Appliquons-lui un échelon unité causal non retal@ééponse indicielle du systéme est donnée cosuihe
t

y(©) = K (1 - e_?) u(t) (3.14)
Le systeme discrel(z) correspondant peut étre obtenu en mettant en aageagisteme continti(p) avec urBOZ

associé avec une période d'échantillonngedont la fonction de transfert est donnée comuie:s

G(z)=K = (4.15)
z—e T
T
Cette fonction de transfert posséde un seul péje= e = = eTPc (p, : est le pole du systéme discret).
La réponse impulsionnelleu systéme discrét(z) est donnée par I'expression suivante :
T\ _(k-1T
y(k) =K (1 —e T).e T utk—1) (4.16)
D’autre part, sa réponse indicielle est décritelpaelation suivante :
_kr
y(k) =K (1 —e T ).u(k) 4.17)

Ou:
u(k) est la version discrete d’un échelon unité cansalretardé.
u(k — 1) est un échelon unité causal retardé par une ped@thantillonnage.
Le temps de réponse a 95% (npfeassocié a la réponse indicielle est donné par:
t, = —1ln(0,05) = 31 (4.18)
2.4.2 Systemes du second ordre

Un systeme LTI contindu second ordreest caractérisé par la fonction de transfert nbséa suivante:
N@®) W

“®) =50y = X 7+ 22wop T 00) (4.19)
Avec :
K est son gain statique,
w, Sa pulsation propre et,
& est son coefficient d’'amortissement.
La fonction de transfert discréte correspondarttel@gnue en utilisant UBOZ par :
G(2) = K — D12t D) (4.20)

(22t a;z+ay)
Différents cas de figure sont alors possibles,rsklmature des racines du polynéme caractéristigua fonction de

transfert,D(p), qui sont réelles si > 1 (confondues §j = 1), et complexe conjuguées®sk ¢ < 1.



Ici, nous étudions le cas le plus pratig@e< & < 1.

% Systeme a deux pdles complexes conjugifes ¢ < 1) :

Dans ce cas, la fonction de transfert du systemgntoest donnée comme suit :
_ K

“(-p)-p1")

G(p)

Avec :
p1=-r+jcetp,  =-r—jc
ou :
r=%wgetc=wy+1—E2

On a donc comme fonction de transfert discreteespondante :

(b1z+by)

G(2) =Ko, S

Les pobles de cette fonction sont définis par :

z; =elP1
z,* = eTPr
Les coefficientd, etb, sont définis comme suit :
by=1—e7T (cos(cT) + gsin(cT))
b, =e 2T 4+ 7T (gsin(cT) — cos(cT) )

La réponse indicielle est exprimée par :

= Dans le cas continu

-rt
y(©) =1— ‘13_ = cos(ct — B).u(t)
= Dans le cas discret :
—rkT
y(kT) =1 - ﬁ cos(ckT — B).u(kT)
Avec :

tan (ﬁ) = L

1- &

D’autre part, on définit les performances tempesll

- Le premier dépassement indiciekest donné par:

[
\ i-¢)

- Le temps du premier maximutd est donné par:

D =-exp

tg=exp | ——— | =exp (E)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)



Exemple 4.5

Soit un systéme LTI continu du deuxieme ordre suiv& (p) = m

Le code qui suit permet de comparer les réponsiséties de systéme contitii(p) et de sa version discrete obtenue
par un bloqueur d’ordre zéro.
Nous allons déterminer graphiqguement les perforemtemporelles de la réponse indicielle du sysdiswet, a savoir :
- le premier dépassement ;
- le temps de montée ;
- le temps de réponse ;

- la valeur finale.

NumG= 1;

DenG = [1 1 1];

G=tf (NumG,DenG)

T= 1;

Gd = c2d(G,T, 'zoh")

figure;

step(G,'b")

hold on

step(Gd, 'r")

title('Réponse indicielle');
legend('Réponse du systeme continu', 'Réponse du systéme discret');
xlabel ('Temps');

ylabel ('Amplitude');

hold off

grid ;

Réponse indicielle

I [ ] [ [ I L
H H ! H H H H H Reponse du systéme continu
|| System: Réponse du systéme discret Réponse du systéme discret
1 Peak ampltude: 1.15 H n
.| Overshoot (%): 15.3
12— ------r| Attime (seconds). 4 -—
E Sysiem Reéponse du systeme discret : B : 2i:tlir:.‘uie:mse du systame discrat
RV T I ! - Selting fime (seconda}iB07 — - — L. ... _ [ { TN _
L bt L yatemm REppReddi syRidmediscit = e T T e = - — - - = 5 —-—-—-=
./ Risetime (seconds) 1.88 | i H
L 1 : B :
P o : i H
[ (I : : H
081-1- | L1 R 4 ; H : -4 : —
@ e v | i H
2 1 [ ' H :
=4 . | i
E [ (I H
o o o
08— [ ]
o o o
[ (I !
- . 1
[ (I !
- - - 5
0414 - t--ok —
- - - L
[ ' (I H
. P 1 i
[ il | I
02 -1 -3 | IL - —
11 H (I H
. ta | N
1 o [ '
ol L | I |
0 2 6 8 10 12 14 1 18 20

Temps (seconds)

Figure (4.8): Figure montrant les valeurs numériqukes différentes performances temporelles



3- Réponse fréquentielle des systemes linéaires échidlmhnés
3.1 Définition
Soit un systéme LTI discret défini par une fonctitentransfert (z), sa réponse frequentielle s’obtient en faisant
z = e/"T, donc on aur&(e/*T). Cette réponse est caractérisée par deux parapgieont :
- legain:G = |G(e™)|;
- la phase ¢ = Arg(G(e/"'T)).
Comme dans le domaine continu, I'étude d'uéigonse fréquentielled’'un systéme discret peut étre effectuée soit par

- le diagramme de Bode ;
- le lieu de Nyquist ;

- le lieu de Black-Nichols.
3.2 Marges de stabilité
La marge de gainet lamarge de phasesont des indicateurs de performance dans le denfisiquentiel du fait que le
systéme asservi est plus ou moins éloigné dedlmige. Elles quantifient laobustesseade la stabilité vis-a-vis de
modifications du processus.
(1)Marge de gain(G(dB)) : c’est la différence entre 0 dB et la valeurgdin pour lequel la phase est égatel&0°.
(2) Marge de phasép(degre)) : c’est la différence entre la valeur de lagghpour laquelle le gain est égal a 0 dB et

-180°.

Les valeurs usuelles de marge de gain et de pbase s

- Marge de gain: 10 a 12 dB.

- Marge de phase : 45° a4 50°.
Le diagramme de Bodeet lieu deNyquist sont des outils tres utiles pour appréciemiesges de stabilitédes systéemes
stables emoucle ouverte Les figures (4.9) et (4.10) montrent respectivenies marges de gain et de phase associés at

diagramme de Bode et au lieu de Nyquist, d’'un systdiscret, obtenues en boucle ouverte:

Figure (4.9) : Figure montant les marges de gaidephase sur un diagramme de Bode d'un systémeten boucle ouverte



Figure (4.10) : Figure montant les marges de gdidephase sur un lieu de Nyquist d’'un systémeetisn boucle ouverte

4- Précision des systemes asservis linéaires échantithés
La précision d’'un systéme asservi est définie &irgde I'erreurE entre la grandeur de consigRet la grandeur de sortie
Y (Figure (4.11)). Nous distinguons :

- la précision statique gui caractérise la limite de I'erreur au bout dtamps infini pour une entrée donnée,

c’est-a-dire le régime permanent ;

- la précision dynamiquejui tient compte des caractéristiques d’évolutlarprocessus en régime transitoire.
+ Remarque :
Nous limiterons notre étude apeecision statique En plus, nous supposons que les systémes asserdiés sont
stables.

R(2) E(2) Y(2)
G(2)

v

Figure (4.11) : Schéma d’un asservissement éctamti€ a retour unitaire

- Propositions
(Précision) = (Stabilité) = (|p;| <1)
(instabilité) < EI!pj/|pj| > 1 = (Imprécision)
4.1 Précision statique (erreur statique en régime permaent)

Il s’agit de calculer I'erreue (k) a l'infinie (k — +o0). Cette erreur peut étre déterminée en appligeahtoreme de la

valeur finale décrite par la relation :



e(0) = Ill—>r2> e(k) = lzi_r)rll(l -z VE(2) = lZi_r>r11(1 - Z‘l);R(z) (4.30)

1+G(2)
On pose :
1 (z—-1)°
= 431
1+G6G(z) (z-1)*+K (4.31)

aveca etK représentent respectivemémtlasse(aussi appelé le type) etdain statiquedu systéme discret.
Remplacons I'équation (4.31) dans I'équation (4.8@)ent :

() = limy.or e(k) = lim,; (52) [ 5| R (432)

4.2 Erreur (Ecart) Statique da a la Consigne

La précision du systeme asservi discret est g@amémlt (habituellement) étudiée vis-a-vis les ttgpes des signaux ;
Echelon, Rampe et Parabole. En utilisant ces ts@®aux typiques, les erreurs (écarts) statiquastrgés sont
respectivement :

- L’erreur statique deosition (e, («0)).

« Erreur statique deitessee,, («).

-  Erreur statiquel’accélération e, («).

4.2.1 Erreur Statique de Position

Elle correspond a une entrée Echelon de positian = ﬁ

Donc :
z—1
Z

z—1> (z+ 1D“ (Z )=l' (z+ 1)~

E(Z)=£l_r)1}< z Jz+1D*+K\z—-1 zﬂm

e,(0) = lim e, =lim
p( ) k—+w k z—1

1
o 0{=0=>ep(oo)=1+—K

« a=l>ey(0)=0
4.2.2 Erreur Statique de Vitesse

Elle correspond a une entrée Echelon de vitesserampe) E(z) = (zi_i)z

Donc :

i e L5 = () D (T2
ev(oo)_kiTwek_zgl} VA4 (Z)_zl—r}} Z (Z_l)a-l_K (2_1)2

 @z-e T
= lim (z—1)a+1<<(z—1)1>

. 0(=0$ev(oo)=oo

1
. 0{—1:>e,,(oo)=z
. a=2=e,(0)=0

4.2 .3 Erreur Statique d’Accélération

T22(z+1)

Elle correspond a une entrée Echelon de vitesserampe) E(z) = P

Donc :



zZ— z—1
e, (o) = llm ey = llrr%7E(Z) = llm( )

z-1

= lim

(z-1*

(z-D*

T?z(z + 1)

V4

T?(z+1)

1 (z— 17+ K

(

(z-1)?

)

z-1D*+K

(

(z-1)°

)

. a=0>e¢,(0) =
. a=1=e¢y (o) =

2
. a=2$ea(oo)=2%

« a=3=2e,(0)=0
La précision statique d’'un systéme asservi numérign fonction dda classedu systéme et le type d’entrée est

récapitulée dans le tableau suivant.

Classe
c=0 c=1 c=2 c>0
1
ep S 0 0 0
1+K
Erreur T
_ e, 0 — 0 0
Statique K
2
eq 0 0 T? 0

Tableau 4.2erreur statiqgue pour un systeme échantillonné@ectibn de la classe

On peut voir l'analogie entre le systéme échamiild et le systéeme continu. Comme en continu, Lerstatique est
inversement proportionnelle au gain en boucle deviér & une classe fixée. Plus le gain en boucleme augmente,
plus la précision statique est bonne, alors qustdhilité est dégradée. La précision statique ettdailité sont deux

performances duales,priori contradictoires.

4.3 Constantes de la Précision d'un Systéme Asservi Né@mque

De facon générale, on définit la constante de gigtid’un systéme asservi numérique par :

[(z — 1%+ KA(2)
z—>1

1 K
+ G-DF

K,,, = lim
pva 751

]( -D*= ]( - D% limA@z) =1

1)“
Il résulte :

« La constante de I'Erreur de position est :

z— 1%+ KA(z
K, = lim ( ) ()]( -1 =1+K
z—-1 — 1)
a=0
« La constante de I'Erreur de vitesse est :
7z—1)% 4+ KA(2)]
K, = lim ( ) 1a()(z—1)“ =K
z-1 L (Z - ) E a=1
. La constante de I'Erreur d’accélération est ;
7z—1)% 4+ KA(2)]
K, = lim ( ) ()(z—l)“ =K
z-1 | (z — 1)“ ] w2
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