Chapitre 2 Transformée en z des signaux échantillonnés

1- Introduction

D’un point de vue mathématique, la transformation de Laplace est un moyen de traiter les signaux et les systemes
décrits en temps continus ; tandis que la transformation en ‘z’ est I'outil mathématique permettant de traiter les
signaux et les systemes décrits en temps discret.

2- Dérivation de la Transformée en z

Soit le signal échantillonné f*(t) exprimé comme :

F1@ = FUT) = F(©).80() = f(©). ) 8@t —kT) = " F(KT).8(¢ - KT)
k=0 k=0

Pour un signal causal ; c'est-a-dire, il est défini pour: t = 0,

En utilisant la Transformée de Laplace pour calculer la transformée de Laplace d’un signal échantillonné, on a:

F'@) = LF (0} = ) fkD)e
k=0

Si on met la transformation suivante:
z=ePT

Alors,

F@) = ) fkD)z™* = F(2)
k=0

Et donc, on obtient la definition suivante.
Soit un signal échantillonné f*(t) = f(kT) = f(k), sa transformée en z, dénotée par F(z) ou Z[f*(t)], est définie

par la série de puissances négatives suivante, ou ‘z’ est une variable complexe dans le plan z :

F(z) = Z{f (kT)} = Z{f" (1)} = Z fkT)z™* (2.1)
k=0

Ici, Z représente I'opérateur de la transforméezén *

3- Propriétés de la transformée enz’
La transformée ere’ posséde les propriétés suivantes :

3.1 Linéarité
Pour tout deux signaux temporels numériques (échantillofip@s) et f; (k). Soit aussi deux nombres réels a et b, on a:

TZ{af1(k) + bf,(k)} = aTZ{f,(k)} + bTZ{f(k)} = aF1(2) + bF;(z) (2.2)

3.2 Translation temporelle
Pour tout signal numérique (échantilloniiék), m entier naturel, et T >0, 0n a:

«» Cas de retard:

TZ{f(k —mT)} = z7*TZ{f (k)} = z7*.F(2) (2.3)
« Cas d’Avance:
m-1 m-1
TZ{f (k + mT)} = z™ [TZ{f (k)} — Z f(k).z‘k] =zMm|(F(z) — f(k).z"‘] (2.3)
k=0 k=0

3.3 Multiplication par le temps

Pour tout signal tempor¢kk), on a :

dF(z)
dz

d
TZ{kf ()} = —2T —[TZ{f (O} = —2T (2.4)



3.4 Théoreme de la valeur initiale

Soitf (k) = f(kT) = f*(t) un signal échantillonné temporel quelconqug,) sa transformée en z, on a :

dans le cercle trigopnométrique (unité), on a:
f(e0) = lim f(kT) = lim(1 - z7H)F(2)
—00 zZ—

3.6 Théoréeme de la Convolution discréte

f(0) = lim f (k) = lim F(2)

3.5 Théoreme de la valeur Finale
Soit f(t) un signal temporel échantillonné quelconqué @) sa transformée en z. si tous les poles en E(dgsont

Soit f(t) un signal temporel échantillonné quelconquE(e) sa transformée en z, on a:
TZ{f1(k) * f1(k)} = F1(2). F1(2)
4-Table de transformée enz’ de signaux élémentaires

Le tableau suivant montre les transforméeszedée certains signaux élémentaires :

No. f® f(kT) F(2)
1 5(t) S(kT) = 6(k) 1
2 u(®) u(kT) = u(k) - z -
zT
3 t kT m
2
4 t? (kT)? —Z(é J: 3?
2 2
5 t3 (kT)3 z(z (-'z_ izl‘;}l)T
6 e—at e kT — gk . i "
_ea g _(d-az
7 1—e 9t 1—a - De—a
(a—b)z
—-at _ _ﬁ _ N -
8 et — g~ht ak — bk CERICED)
azT
9 te—at kTa¥ m
) i sin (w,T)z
10 sin (w,t) sin (w, kT) 222 cos(w. 1)z + 1
z[z — cos(w,T)]
11 cos (wpt) cos (wykT)

z2 —2cos(w,T)z+ 1

Tableau 2.1 : Table de transformée en ‘z’de signaux élémentaires

5- Méthodes de Calcul de la Transformée en z

Afin de calculer la transformée exi d’un signal, deux méthodes de calcul peuvent étre utilisées.

5.1 Premiére méthode : Passage g&t) a F(z)

(2.5)

(2.6)

En fait, la transformée en’ d’un signal f(k) correspond a la transformée de Laplace du signal échantilfo(it)é

c'est-a-dire que :

F(2) = ZF (D)) = L @Y ygor = F @)y = ) fOT)Z ™
k=0

Ce passage peut étre défini suivant le diagramme suivant :

2.7)
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Figure (2.1) : Diagramme montrant le passage de (t) a (z)

Exemple 2.1
En appliquant le passage de (t) a (2), la transformée en ‘z’ de I’échelon unité est obtenue comme suit :
— — JI* — -k — -k — -k — — -1
U(z) = TZu(kT)} = U* (@), prr = Zu(kT).z - Z 1z = Z ke = <1

k=0 k=0 k=0

Ici, la sériex_, z~*forme une série géométrique convergente de raisen'.

Alors :

Z

1
U(Z)_l—z‘l_z—l

5.2Deuxieme méthode (Méthode des résidus) : Passagef{p) a F(z)
Lorsqu’on sait la transformée de Laplace d’un signal corft{inyy on peut calculer la transformée tu signalf (t) en

utilisant la méthode des résidus :

F(z) = Z = 2 [Résidus de %} (2.8)
pi pi 1—ePz7llyep,
ou :
p;:sont les poles de la fonctigp).
r;sont les résidus associés aux pales
Ici, deux cas peuvent étre considérés :
% Cas 1: cas de pdles simples
Lorsque la fonction F(p) = % a des poles simples, le résidu correspondant a I'un de ces poéles simples a pour
expression :
o F(p) N () 1
= Résidus de W] pep: = D’(pl) "1 _eTpg-1 (29)
Avec :
, dD(p)
o =20
P lp=p,
Exemple 2.2

Soit la transformée de LaplaEép) = %. Calculons par la méthode des résidus la transformée en z, dénotée par la

fonction ().
Solution :

—— N(p) =1
Posons (p) = FZ) = - par identification on trouvet:
D) =p

Pour avoir les pbéles d&(p), on résout I'équatio® (p) = 0 = p; = 0.

p1l: est le seul pole simple dg)(



dD(p)
av lp=p,

CalculonsD’(p,) = =1, etcommeV(p = 0) = 1, alors le résidua, associé au pole simptg =0,V T:

F(p) ]

_ N(py) 1 1 1 1 z
1—eTpz1 ( )

= [Résidus de o = Do) 1= ez 1 =1\{ = =

T1-z1 z-1

Par conséquent :

F()_Z o 1 _z
= pirl_rl_l—z‘l_z—l

% Cas 2 : cas de poles multiples
Dans le cas ou F(p) possede des pdles multiples, le résidu correspondant a I'un de ces p6les multiples a pour

expression :

1 dn-t F(p)
T MW —] (2.10)

w-—p)" T,

p=pi
Pour un pole multipl@; d’ordre n, (n est la multiplicité du potg).

Exemple 1.4
Calculons par la méthode des résidus la transformée éa fa fonctionF (p) = pz(;ﬂ):
Solution :
N . N(p) =1
Posong (p) = F;’) = S rD)’ par identification on trouvey:
D(p) =p*(+1)

Pour avoir les péles dg), on résout I'équation :
D(p) =p*(p+1) = 0= {pl = —1,pble simple p2 = 0,p0le double (n = 2)
D’abord, calculons le résidtl associé au pole simppd = —1:
1 1 1 1
TG ez ) P T 3Gt D+ p? (- et P
1
- (1—eTz7 1) e T
Puis, calculons le résid2 associé au pdle doukp@=0:
=L,
p?(p+1) (1-e™z71)"P
—-(1=e"z Y+ (p+1D)Te™z!
"o [ (@ + D*(A - elrz1)2 ]

rl

rl vVT>0

p=0
~-A-zYH+T17t z Tz
r2 = =- , VT >0
(1—z1)2 1 -z 7
D'ou :
TZ{ 1 }_ VA z Tz

20 + 1) —r1+rz_Z_e_T—Z_1+(Z_1)2, VT >0

Remarque :

Avant de déterminer la transformée ehd’une fonction p), il est préférable de décomposer la fonctignep éléments
simples (méthode de décomposition par fractions rationnelles) :
1 ¢, C C
2 (p+1) —+ _2 + -
p’p+1) p p* (@+1D
Les coefficients;, C, etC; sont calculés comme suit :

F(p) =

1

d_, d

1:— p=0=—— = —

C i [p*F(p)] 1 1
p=0



G, = [pZF(p)]|p:0 = [m” =1
p=0
1
Cs = [(p + DF@)lyoey = [p—z] —1
p=-1
D'ou :
Fp) == gy
P+ p 2 p+D
Donc :
F(2) = TZ[F(p)] = TZ | + 2 Yz sz [A ] s rz [
() =TZF@)I = 7+?+(p+1)]__ [E]+ [p_2]+ [(p+1)

En utilisant le tableau de la transformée 2non trouve :

F( )__ z Tz VA
z __z—1+(z—1)2+z—e_T'

VT >0

6- Inversion de la transformée en 2’

6.1 Définition

Le passage de la transformée £r(%) a la fonction continug(t) n’est pas unique. En effe)(est la transformée de la
fonction continug *(t) obtenue paéchantillonnage e périodel’ etblocaged’ordre zéro de la fonction continug.(En
fait, la perte d'information entre deux instants d’échantillonnage dmgéaeconstitution de la fonctiot).(On notera la

transformation inversg 1 :

fr@®) ={f(kT)} = 27 [F(2)] (2.11)

6.2 Méthodes de calcul de la transformée inverse e’
Plusieurs méthodes permettent d’obtenir I'ensemble d’échantjlf@®g")}, on distingue :
la méthode des résidus,
la Méthode de la division polynomiale,
la Méthode de la décomposition en éléments simples (Décomposition en Br&atamnelles),
la méthode de I'équation aux différences.
(1) Méthode des résidus

L’ensemble d’échantillon§(kT)} est obtenu par I'expression suivante :

FOKT) = z ry = z [Résidus de 251 F(2)]],—p, (2.12)
pi bi
Ou:
p;: sont les podles de la fonctierz) = I;’Z;

On définit le résiduri a un p6le d’ordre enz = p, par :

1 dn—l
~(n—Dldz" !

i [z — p)™ 2L F ()]l 2=y, (2.13)

Exemple 2.3

Calculons la transformée inverse ehde la fonctionF (z) = (Zi—zl)z,v T>0:

pourk =0:

d
=—[T1l,=1 =0

Tz
— | paci -1
f(0) = [Résidus de z—". ] P

d B Tz
-0l .~ E[(Z_ 1z 1'(z — 1)2]

z=1 z=1

pourk > 0:



T d T d
f(kT) = |Résidus de Zk_l.—zz] =— [(z - 1)? Z‘l.—Zz] = —[12"]|
(z-1Dl,_, dz z-1D4l,_, dz
D'ou :
0, pour k=0
f(kT) = {
kT, Y k>0
Ou bien :

f(kT)=KT, Y k=0, VT>0

(2) Division polynomiale:
La fonction ) se présente fréquemment comme une fraction rationnelle @mén z~1:

N(z) N(z™)
D(z) D(z™Y)

Il s’agit de diviser le numérateur par le dénominateur pour obteniréuieees 21’

F(z) =

Exemple 2.4
2z-3

Etant donné la fonction ewr’‘suivante :F(z) = F ey

Calculons les premiers échantillofi§c) = f(kT) par division polynomiale :

Les premiers échantillongk) = f(kT) sont doncf, =0; f; =§ s fo= -3 ; fa= %

(3)Méthode de la décomposition en éléments simples
Le principe de cette méthode est décrit comme suit :

Former la fonctionF(Z—Z) X

, . F(2) L1z . .
Décomposer la fonctlonz— en éléments simples ;

Tirer I'expression dé (z) en fonction dez™ 1" ;

Déterminer les échantillongkT) en utilisant la table de la transformée £n *

Exemple 2.5
Soit la fonction enZ’ suivante F(z) = ﬁ
Calculons les échantillon§k) = f(kT):
Solution :
Tout d’abord, formonls:?:
F(z) 1

z _2(22—32+2);

. F(2) 214 - .
Decomposonsz— en éléments simples :

F(z) 1 ~ 1 LG, 6 G
z  z2(z2-3z+2) z(z-1(z-2) z z-1 z-2

Les coefficient®’;, C, etC; sont calculés comme suit :

z=1

kT[zk_1]|

z=1

kT



G = [2@ 2=0 - [ZZ(Z — 1;(2— 2)] 720 - [m] 720 :%
€= [(z - ?] 7=1 - [(z - z(z — 1;(2 — 2)] 7=1 - [Z(zl— 2)”Z=1 =-1
= [(Z_ 2)?] z=2 B [(Z 2 z(z — 1;(2_ 2)] z=2 B [Z(Z—l_l)] z=2 =%
D'ou :
F(Z)% 1 % 11 1 11
Tz Tz z-1'z-2 2z z-1'2z-2

Maintenant, Tirons I'expression d&z) :

1 1 1 1
F(Z)=§§_Zi1+fzi225(1)_(zi1)+§(zi2)

1,

Exprimons F(z) en fonction de ‘z~

F0 =30~ (7= 1) +3(i=37)

On introduit la transformée en z inveide! sur I'expression d€(z), on trouve:

fl) = fkT) =2 HF(2)} =2 {%ﬂ) - (1%) +%(ﬁ)}

7—1

£ = 160 = 52710 - 2 (== )} + 327 (=50}

En utilisant le tableau de la transformée en z, les échantflld)s= f (kT) sont exprimés comme suit :

1 1
f(k) = f(kT) = E5(kT) —u(kT) + E2"T,v k>0, VT>0

(4) Méthode de I'équation aux différences
Cette méthode sera développée dans le chapitre suivant, nous en donnorsenlexemple ici.
Exemple 2.6
Soit I'équation aux différences (équation de récurrence) suivante :
y(kT) = 0.5y((k — DT) + u(kT)
En appliquant 'opérateur de la transformée ez, 4, vient :
Z[y(kT)] = 2[0.5y((k — 1)T)] + Z[u(kT)]
En se basant sur les propriétés de la transformés, em ‘aura :
Y(z) =0.5z71Y(2) + U(2)

Y(2) .
U2’

Formons la fonctiotr (z) =

1 z

F@& =005~ =05




Annexe: Tableau de la transformée de Laplace et Transforge en z des Signhaux

élémentaires.

No. | Continuous time | Discrete time | Laplace transform Z transform
1 6(t) S(kT) = 6(k) 1 1
2 1(t 1(kT) = 1(k ! z
® (kT = 1(k) . —
3 ¢ kT ! dl
p? (z — 1)2
2! z(z+ 1)T?
4 t2 kT)? — _
(D) p® (z-1)3
3! 2 2
s 3 (kT)? > z(z*+4z+ 1T
P (z—-1*
6 e—at e~ kT — gk 1 2
pta zZ—a
a (1-a)z
7 1—eat 1—ak _ -4z
¢ ¢ alp +a) (z-1D(z-a)
8 et — =Pt ak — b¥ __P-a _(@-bz
(p+a)p+B) (z—a)(z—-Db)
1 azT
9 t —at k
¢ KT &+ ) @ a7
. . _ Wn sin (w,T)z
10 sin (wy,t) sin (w, kT) 77 w2 22— 2cos@, 1)z + 1
s z[z — cos(w,T)]
1 cos (@nt) cos (@nkT) p? + w,? z2 —2cos(w,T)z+1




