Chapitre 1 Introduction aux signaux échantillonnés

1- Définitions

1.1 Signal: Il s'agit d’'une grandeur physique générée par upasgl ou appliquée a un dispositif. Exemples :
température, pression, courant, tension, etc.

1.2 Signal continu: Lorsque le temps est continu et 'amplitude estiocoe, le signal est continu (analogique), tel que
le signal brut délivré par un capteur physique sigimal continu est caractérisé par une infinitémgiitude.

1.3 Signal discret: Dans un systéme d’acquisition de données, les messont réalisées a intervalles de temps
réguliers. Le temps n'est plus traité comme unéakég continue, mais est discrétisé (temps discEat)fait, un
signal discret est obtenu par discrétisation d’'igna continu en utilisant un pas de discrétisati@riable.
Contrairement au signal continu, un signal disesttcaractérisé par un nombre fini d’'amplitude.

1.4 Signal échantillonné: Il s’agit d’un signal continu discrétisé par un plestemps régulier. Ce pas est appelé période
d’échantillonnage.

1.5 Signal numérique: Il s’agit d’'un signal échantillonné quantifié en @litude.

1.6 Quantification : L’opération de quantification consiste a attribuer nombre binaire a toute valeur (amplitude)
prélevée au signal lors de I'échantillonnage.

1.7 Signal causal: Un signal est dit causal s'il est nul pour toutéeua négative du temps. On note que nous ne

considérerons dans la suite du cours que les sigreaisaux.

2- Rappels sur la transformation de Laplace
1.1 Définition de la transformation de Laplace
La transformation de Laplace est un moyen mathépmratélégant de résoudre kguations différentiellebnéaires En
automatique, elle permet un développement sim@endeleles entrées-sorti€mntinus et une analyse qualitative directe
de I'influence de variables externes sur un systgmaédé).

On associe a la fonctior)(une autre fonctionp) de la variable complexg appelée transformée de Laplace ainsi

définie par :

F(p) = LUF(D} = f, f(D).e7Ptdt (1.1)

En supposant que le signdlt) est nul pout < 0 (signal causgl On parle donc de transformée de Laplace momnelaté
Le symboleL se lit ‘'opérateur de la transformée de Laplace’.

Exemple 1.1 Calculons la transformée de Laplacefde) = e, en utilisant I'équation (1.1), on obtient :

e}

F(p) = L{f (D)} = f f(t).e7Ptde = f e . e Ptdt = J e~ (@Dt gt = @iy [e=(a+»]” = o Jlr D
0 0 0
Donc :
1
L{e™*} =F(p) = T D

2.2 L’inversion de la transformation de Laplace
Parfois, il est nécessaire d'inverser la transfdionade Laplace pour obtenir la solution ayant pdbomaine le temps
(c'est-a-dire dans le domaine temporél La transformation faisant passer du domainepde@emaine fréquentigl au

domaine des s’appellel’inversion de la transformation de Laplace

SoitF(p) la transformée de Laplace du sigfiéd), t > 0. L'intégrale :

f@© = LTHE@) = 52 [ F (). e dp (12)



s'appelle la transformée inverse de Laplace deration ), avec ¢’ est une valeur réelle.

Le symboleL™! se lit ‘'opérateur de la transformée inverse dplaee’.

2.3 Propriétés de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace posséde plusieursrigtég importantes. Celles-ci sont résumeées damableau suivant :

Tableau (1.1) : Propriétés de la transformationlLdglace

N° Propriété Fonction en temps Transformée de Laplace
Linéarité
1 a1 f1(t) £ azf>(t) a,F;(p) £ a;F2(p)
2 Retard f(t—m) e ™. F(p)
3 Avance ft+m) e™P . F(p)
et f(t) F(p—m)
Translation
4
Complexe
e . f(t) F(p+m)
Changement de
5 I'unité du Temps f(t/a) aF (ap)
6 Dérivée % pF(p) — f(07)
n-1
Q) d®f(t
7 Dérivée d’ordre n amr® p"F(p) — 2 ptT1iTk #
ath prr dt t=0+
t
F ~1o*
8 Intégrale ff(r) dr ®) +f %)
p p
0
Théoreme de la ) ;
0M) =1 t lim pF
9 valeur initiale 07 £ 1o p—>+oop ®
Théoreme de . ;
=1 t lim pF
10 valeur Finale f() tl—>r2>f( ) p—>0p ®)

2.4 Table élémentaire de transformées de Laplace

Le tableau suivant montre les transformées de taple certaines fonctions élémentaires :

Tableau (1.2) : Transformée de Laplace des fonstElémentaires

N° Fonction en temps f(t) Transformée de Laplace F(p)
1 5(t) 1
2 ® -
u —
p
1
3 t.u(t) oz
n!
4 t™u(t) T




5 e~ u(t) -
p+a
n —at —1
6 t". e u(t) @+ a1
W
7 sin(wt) . u(t) p? + w2
p
8 cos(wt) . u(t) p? + w2
—_ t . —w
9 e~ sin(wt) . u(t) (p + a)? + w?
ut pta
10 e * cos(wt).u(t) m

3- Signaux Discrets usuels

Dans les systemes de commande (d’asservissemenériques (ou échantillonnés), on manipule souansignaux qui
peuvent etre de typecontinu, échantillonné bloqué et numérisé Nous présentons dans cette section en utilisant
MATLAB , la définition de quelques signaux fondamentailisés dans I'asservissement des systemes disarets;oir

: I'impulsion de Dirac discréte et lgeigne de Dirac

3-1 Impulsion de Dirac discréete (Kronecker)

L'impulsion de Dirac (Kronecker) est un signaion réalisable Physiqguement, on a coutume de modéliser une
impulsion de Dirac par un signal rectangle donfatgeur tend vers O et I'amplitude tend vers limfiL’impulsion de
Dirac unité discréte est définie comme suit :

1, pour k=0
6(k) = { (1.3)
00 Vk+0

Pour une impulsion unité discréte et déecalée athimtk = k,, on a la définition suivante :

1, pour k=k,
0, V k+k,

Graphiquement, une représentation typique de I'isipn de Dirac discrete est donnée par la figureasite:
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Figure 1.1 Représentation de I'impulsion de Dirac discréete



3.2 Peigne de Dirac
Ce signal est parfois appétféin d’impulsions, distribution de Dirac oufonction d’échantillonnage Le peigne de

Dirac 61 (t) est défini par :

(00}
5(6) = ZS(t—kT) (1.4)
k=0
Graphiguement, on représente le peigne de Diracrepitnest montré par la figure suivante :
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Figure 1.2 Représentation du peigne de Dirac
4- Echantillonnage d’un signal continu
4.1 Définition de I'échantillonnage
L’échantillonnage est une opération de conversion gignal continy (t) en une série d'impulsions, dont les
amplitudes sont déterminées par les valeurs dalogmtinuf (t) aux instants d’échantillonnage. L’échantillonnage

produit donc, & partir d’un signal contifigt), lasuite d’échantillons{f (kT)} :

{F(kT)} = {f(0), fAAT), f(2T), ..., f (kT)} (1.5)
que I'on note, en général :
fr@® = f&D) = {f (D)} = {£(0), fQAAT), f2T), ..., f(kT)} = {fo, f1. for -, fic} (1.6)
ou encore :
fk) = f(kT) = {f(kT)} = {f(0), FQAT), f2T), ..., f (kT)} = {fo, f1., f2r - fic} 1.7)
On définit :

k : variable entiere positiv&eN ; T : est la période d’échantillonnage (Par définiioid); kT : sont les instants
d’échantillonnage;KT) et f;.: sont les amplitudes du signal contimpgux instants d’échantillonnag# ; f*(t) = f(k):
est le signal échantillonné du signal contfift).

4.2 Principe et modélisation de I'échantillonnage

L’idée consiste a utiliser un interrupteur idéal que I'on ferme pendant une durée trés courte (t—0), puis que I'on

ouvre pendant une durée T (période d’échantillonnage). La figure suivante montre la modélisation de I'opération

de I'’échantillonnage par un interrupteur idéal.



£00) Echantillonneur £100) £06) : / : £5(0)
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Figure 1.3: Modélisation de I'échantillonnage par un intepteur idéal :
Echantillonnage d’un signal continu)(

4.3 Opération de I'eéchantillonnage

L'opération de I'échantillonnage se traduit math&gqueement par la multiplication du signal continécnantillonner)

par le peigne de Dirad;(t). Pourt > 0,0on a:
f®=f&D =fl) =) X 6r(t)

£ = f(t) z 5(t — kT) = z FOT) X 8(t — kT) (1.8)
k=0 k=0

Cette opération peut étre schématisée comme suit :
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Figure 1.4 : Schéma décrivant illustrant I'opération de I’échantillonnage

d’un signal continu par un peigne de Dirac

5- Exemples de signaux usuels échantillonnés
5.1 Echelon unité
Ce signal est défini par :

a) Dans le cas continu

1, Vt=0
u(t) = {
0, vt<o0
b) Dans le cas échantillonné :
1, Vk=0
u(k) = {
0, Vk<O

Ou:

u(k) = w(kT) = w*(£) = {3, 11,11, .. 1} - z 5(t — kT)
T k=0



La figure deEMATLAB suivante propose une représentation schématigbéctielon unité échantillonné obtenu

avecT = 0.5(s) versus I'échelon unité continu :

-~ T B 0N
B Figure 1 Lo S
File Edit “Wiew Insert Tools Desktop Window Help ™

M Ea S| | BRSO E 2| OE =
Echelon unité echantillonme WS Echelon unité continu
15 T T T T
Echelon unité contimnu
—= Echelon unité échantillonné
14 )
L= k)
=)
=
=
=
=T
0.5 —
o]
] | 2 3 A 5 5 7 ] =] 10
Temps (s)

Figure 1.5 : Echelon unité échantillonné VS. Echalaité continu

5.2 Rampe unité
Ce signal est défini par :

a) Dans le cas continu

b) Dans le cas échantillonné :

Ou:

r(k) =rkT) =r*(t) = {g ,1,2,3,4, k} =
T

t, Vt=0
T(t)={
0, Vt<O
k, Vk=0 kT, vV k=0
r(k)={ ou: r(k)={
0, Vk<O 0, Vk<O

r(kT)8(t — kT) = Y kT8(t — kT)
2 2

k=0

On donne dans la figure 4#ATLAB suivante une représentation schématique de la réoi@ntillonnée obtenu

avecT = 0.5(s) versus la rampe continue :
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Figure 1.6 : Rampe échantillonnée VS Rampe continue



5.3 Signal Sinusoidal
Soit le signal sinusoidal contirfift) suivant :
f(t) =sin(t),vt =0

Sa version échantillonnée est obtenue comme suit :

[ee) [oe]

£ = fOT) = f(k) = Z FKT)S(t — kT) = Z sin (kT)8(t — kT) =

k=0 k=0

sin(wkT), V k=0

0;

VEk<O

(1.13)

La figure deMATLAB suivante permet de représenter graphiquement lessignaux continyf (t) et échantillonné

f*(t). L'échantillonnage a été effectué avies 0.25(s).
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Figure 1.7 : Signal sinusoidal échantillonné VSn8iginusoidal continu

6- Transformée de Laplace d’un signal échantillonné

Soitf*(t) le signal échantillonné d&t). Par définition (sans démonstration), la transéerde Laplace d€ (t) est

donnée comme suit :
F'@) = L0} = ) f(RT)e M
k=0

avecF*(p) est la transformée de Laplacefd&).

La figure suivante décrit un diagramme montramdssage dg)YarF*(p) :
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Figure 1.8 : Diagramme montrant le passage de (t) a F*(p)



/- Choix de la période d’échantillonnage

Parmi les points les plus importants dans la mispl&e d’'une commande numérique est le choix gérdade
d’échantillonnagd’. Pour trouver la période d’échantillonnage contdd, et par conséquent pour avoir un bon
échantillonnage, on utilise taéoréme de ShannarCe théoréme fournit les régles qui permettergatantir un

minimum de pertes d’informations dues a I'échamtitiage.

7.1 Théoreme de Shannon

Pour pouvoir reconstituer un signal continu a paktin train d’échantillons de périodg il faut que la pulsation
d’échantillonnagev = 2m/T soit au moins deux fois plus grande des pulsatongenues dans le spectre fréequentiel du
signal que I'on échantillonne. Ce théoreme peaetiéterprété comme suit :

« Supposons qu’un signA(t) a échantillonner soit & énergie finie et posspdeconséquent, urtiansformée de

Fourier (spectre fréquentie§(w) :

Flue)

Tl ) Wi

Figure 1.9 : Spectre fréquentiel du signal continu (t) : F(w)

Ou:
w : est la pulsation (variable fréquentielle);
Wumax - €St la pulsation la plus grande du speE(i®).

Alors latransformée de Fourier F*(w) du signal échantillonng*(t) est donnée comme suit :

1 (o]
F*(w) =7 z F(w—kwr)

k=—c0
On obtient donc un spectre infini qui provient deériodisation du spectffw) autour des multiples de la pulsation
d’échantillonnagev;. Pour avoir un bon échantillonnage en respetgaiieoreme de Shannogil suffit de choisir la
période d’échantillonnadg de telle sorte que :
Wr 2 20y
Un simple coup d’oeil au spectFé(w), comme le montre la figure (1.10), on remarque lje'il n'y a pas de

phénomenes de recouvreme(sians chevauchement).
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Figure 1.10 : Cas d’un spectre F*(w) sans recouvrement



En fait, en pratique :
- la période d’échantillonnag@doit respecter le théoréme de Shannon.
- une période d’'échantillonnage trop petite aura jpozonvénient de réduire I'efficacité de la rétroae face aux
perturbations.
- une période d’'échantillonnage trop élevée surchiamgdement la mémoire de I'ordinateur.
Le tableau suivant donne quelques indications Vedgiiour un grand nombre de procédés sur la période

d’échantillonnage recommandée :

Signal a échantillonner Période d’échantillonnagd recommandée
Courant dans les entrainements électriqu 50 < T <100 (us)
Position en robotique 0.2<T<1(ms)
Position en machine-outil 0.5<T <10 (ms)
Débit 1<T<3(s)
Niveau 5<T<10(s)
Pression 1<T<5(s)
Température 10 < T <45 (s)

Tableau 1.3: Recommandations pour le choix effectif de la période d’échantillonnage T

7.2 Reconstitution d’un signal continu

L’opération inverse de I'échantillonnage, c’est-a-dire la transformation d’une suite d’échantillons en un signal continu
acceptable technologiquement par les actionneurs, est appelée reconstitution, restitution ou encore extrapolation.

Cette étape est indispensable en commande numérique ; en effet, a partir des nombres générés par I'ordinateur
(généralement un calculateur numérique), une grandeur de commande analogique doit étre corestafiit d'activer le
systéme a commander. En fait, cette opératioréaisée a I'aidele filtres oude blogueurs

7.2.1Bloqueur d’ordre zéro (BOZ)

Le développement important tiethéorie des systemes échantillonnést dd principalement au développement de la
commande patalculateur numérique. Dans ce cas, souvent, le signal fourni paaleulateur numériqueest un signal
numeérique ; c'est-a-dire une suite des nombresrbéseonsistant les du signal de commande.

Un bloqueur d’ordre zérdB(QZ) est caractérisé par le fait que sa sost{@)’ entre les instants d’échantillonnadel™ et
‘“(k + 1)T" est constante et égalgdkT). Le BOZ permet de reproduire exactement un signal conétdmantillonné

en escalier, c’'est-a-dire variant par paliers.blogjueurBOZ étant représenté figure suivante :

Bloqueur d’Ordre
ST(1)  — Zéro (BOZ) — 5(0)
By (p)

Figure 1.11: Schéma fonctionnel d’un bloqueur d’ordre zéro (BOZ)

Sa réponse impulsionnelle est définie comme suit :



hgo(®) = ut) —u(t -T),v 0<t<T (2.17)
La fonction de transfert continue du bloquB@Z s’écrit par :
1-ePT
Bo(p) = =) = ) (1.18)
La figure deMATLAB suivante montre la réponse impulsionnelldB@¥ :

Figure 1.12 : Réponse impulsionnelle d’un BOZ obtenue avec T = 1(s)

En effet, 'associatiogéchantillonneur-bloqueur d’ordre zér@Figure (1.13)) permet une discrétisation pargrald’un

signal continu (Figure (1.14)).
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Figure 1.13 : Schéma fonctionnel d’un échantillonneur-bloqueur d’ordre zéro

La figure de MATLAB suivante permet de représenter graphiquement les deux signaux sinusoidaux : continu et

échantillonné-bloqué. L'échantillonnage a été effectué avec 7= 0.25 (s).

Figure 1.14: Signal sinusoidal continu VS Signal sinusoiddahtillonné- bloqué
(échantillonneur-bloqueur d’ordre zéro)



7.2.2Bloqueur d’ordre un (BOU)

Le Bloqueur d’Ordre UnBOU) permet I'extrapolation entre les instants d’éd¢llannage kT’et * (k + 1)T ’ a partir

def(kT) et de((k + 1)T) . Il permet donc de reproduire un signal échamtiié. Le bloqueuBOU étant représenté par

le schéma fonctionnel suivant :

Bloqueur d’Ordre
ST(1)  — Un (BOU)
B1(p)

5 5(t)

Figure 1.15: Schéma fonctionnel d’un bloqueur dierdn BOU)

Sa fonction de transfert continue est donnée pgubtion suivante :

Bi(p) = (1-e7) (

14Tp
7) (1.19)

La réponse impulsionnelle de BOU est donnée par la figure de MATLAB suivante :

Figure 1.16: Réponse impulsionnelle d’un BOU obtenue avec T = 1(s)



